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Convergéncia para a Normal
[

Caso particular do Teorema do Limite Central

Teorema 1

Sejam Xj, X5, ... variaveis aleatérias i.i.d, tal que:
= E[X] =
m Var(X;) = o2

Se Sp = Xq + - -+ + Xp, entéo:

Sn—n/,b
on =B NGO, 1
oo (0,1)

Teorema 2 - Teorema de De Moivre-Laplace

Se a < b entdo quando m — oo

P(a< Sm o b) a/bLef"z/de
7 \/ﬁ — a '\/27T
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Convergéncia para a Normal
@000

Caso Particular

Atira-se ao ar uma moeda e coloca-se em jogo 1 euro. Sabemos que a probabilidade
de sair cara ou coroa é igual e que cada uma das jogadas é independente das
restantes. Assim, sejam X1, Xo, ... i.i.d. com P(X; =1) = P(Xy = —1) = 1/2 e seja
Sh = X1 + - - - + Xn. Assim, temos que X; é o ganho na jogada i e S, € 0 ganho ao fim
de n jogadas. Se n e k sao inteiros

P (Son = 2K) = ( nsz )2—2"

desde que S,,, = 2k se e s6 se n + k jogadas sdo +1 e n — k jogadas sdo -1 nas 2n
jogadas.
Notas:
mP(Sp=2k+1)=0
B Sy = Sop £ 1
O objectivo é obter

Son ) /b 1 2/
Pla< <b|— ——e " /2gx
( - o a Vam

onde a < b.
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Convergéncia para a Normal
0@00

Caso Particular

Iremos calcular:

P (a@ < S < b@)

(equivalente ao objectivo apresentado anteriormente) e, para tal, precisaremos dos
seguintes resultados:

Férmula de Stirling’s
A férmula de Stirling’s diz-nos que:

n! ~ n"e~"v2rn

quando n — co.

Lema 1
Se ¢ — 00, @ — co e ajcj — Aentdo (1+¢)% — et

A partir da férmula de Stirling’s, obtemos:

P(Son = 2K) = ( ni”k o-2n

~ ( - k?g)in (1 - %)_k (1 - %)k(frn)*”2 (1 + %)_1/2 (1 _ %)_1/2
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Convergéncia para a Normal
[e]e] o)

Caso Particular

Se ¢ — 00, @ — co e ajcj — Aentdo (1+¢)% — et

Agora, a partir do lema 1, e considerando k = x+/n/2 resulta:
—n
w(1-k) — e
—k
m <1 + %) e/

m (1 - 5)1( e X2

n

n

—1/2 —1/2
E para o k escolhido, temos que k/n — 0, logo: (1 + %) / (1 — K) / — 1.

POrtantO, P(SZn = 2k) = ( n2—:k ) 272!7 ~ (ﬂ_n)71/2 e,X2/2 )
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Convergéncia para a Normal
[e]e]e] )

Caso Particular

Assim, P (a\/2n < Sop < b\/2n) = T e favamsvaies P
Fazendo mudancga de variaveis, m = xv/2n:

P (a\/2n < Sop < b\/2n) -

=2 me[avanbvannez F (Sen = M) ~

~ —1/2 ox?/2 1/2 o

~ 2 elabin(ez/vzn) (3T) e /2(2/n)'? ~

~ [P (2m)1/2 &% /20x
A funcao integranda é a densidade da distribuicao normal, logo obtemos o desejado:

P<a< San <b) ﬁ/bLe*XZ/de
~V2n a Ver

82,1 = m)
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Convergéncia para a Normal
®000000

Teorema do Limite Central para sequéncias i.i.d.

Teorema 3

Sejam Xj, Xo, ... variaveis aleatérias i.i.d., tal que:
m E[X] = p;
m Var(X;) = o2.

Se S, = Xi + -+ + Xp, entdo:

Sh— nu
on =B NGO, 1
- (0,1)

Se ¢; — 0,8 — oo e g;¢; — A entdo:

(1+¢)3 — e

Teorema 4

Se E [|XX|] < oo, entao:

k i
ao(t)=§j}7n~ﬂtf+o(|t|k)
j=0“"
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Convergéncia para a Normal
O@00000

Teorema do Limite Central para sequéncias i.i.d

Teorema 5

Se ¢, — ¢ € C, entao:
(o)
R

Para a demonstragao deste teorema, é necessario enunciar os seguintes Lemas:

Sejam zy,...zp € Wy ... Wp, NUmeros complexos de modulo igual ou inferior a 6.
Entao:

n n n
Hzm— H Wm| < 671 Z|zm—wm
m=1 m=1 m=1

Se b é um nimero complexo tal que |b| < 1, entdo: |€? — (1 + b)| < |b|?
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Convergéncia para a Normal
[e]e] le]elele)

Teorema do Limite central para sequéncias i.i.d.

Exemplo - Roleta

Uma roleta esta dividida em partes numeradas de 1 a 36 sendo 18 vermelhas e 18
pretas. Para além destas tem ainda duas partes numeradas com 0 e 00 de cor verde.

Os jogadores podem apostar 1 euro em como a bola acerta numa fatia vermelha ou
preta e ganham 1 euro se a sua aposta se verificar.
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Convergéncia para a Normal
0O00@000

Teorema do Limite Central para sequéncias i.i.d.

Exemplo - Roleta

Seja X; a quantia, em euros, ganha na i-ésima jogada.
Xi, ... Xn séo variaveis aleatorias i.i.d que seguem a seguinte distribuigao:

18 20
P(X,-:1):§;P(X,-:—1):%

Pelo que:
—9
E[X] = L Var(X;) = 0.9972
Seja Sy a variavel aleatéria que representa a quantia, em euros, ganha ao fim de n

jogadas.
Queremos que S, > 0
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Convergéncia para a Normal
0O000e00

Teorema do Limite Central para sequEncias i.i.d.

Exemplo - Roleta

Sh— nu S —nu)

”(3"20):”( oi 2 on

Vamos considerar n = 361 e 62 = 0.9972 ~ 1. Ent3o:

Sn— np —nu> —361 44 (sn —nu )
P >— | =P —=| =P >1
( ovn ~ ovn 1 x1/361 ovn —

Pelo Teorema do Limite Central, tem-se que:

Sh— nu
on =B NGO, 1
- (0,1)

Logo:
P(Sh>0)~1—d(1) =~ 0.1587
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Convergéncia para a Normal
0000080

Teorema do Limite Central para sequéncias i.i.d.

Exemplo - Aproximacédo da Poisson a Normal

Sejam:
Z, ~ Poisson()\);
X1, Xo, ... variaveis aleatérias independentes tal que: X; ~ Poisson(1);

Consideremos ainda Sy = Y"1, X;, que sabemos seguir uma distribugéo Poisson de
paramentro n.
Como Var(X;) = 1, segue entdo do Teorema do Limite Central que:

Sh—n

Tn ~ N(0,1)
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Convergéncia para a Normal
000000

Teorema do Limite Central para sequéncias i.i.d.

Exemplo - Aproximagao da Poisson a Normal

No exemplo anterior lidou-se com um valor de X inteiro. Considere-se agora um valor
nao inteiro para A. Sejam:

Ny, No, N3 variaveis aleatérias com distribuicdo Poisson de parametros: [)],

A —[A] e [A\] + 1 — ), respetivamente;

Spnp = N1, Zx = Ny + Na e Spyj1 = Ny + N + Ns.
Entéo, segue que:

Sy < 2 < Spg+
Aplicando o Teorema do Limite Central a Sy, tem-se:

Zy — A
VAN

~ N(0,1)
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Convergéncia para a Normal

0000000

Teorema de Lindeberg - Feller

Teorema 6

Para cada n, sejam Xn,m, 1 < m < n, varidveis aleatérias independentes de tal forma
que: E[Xn,m] = 0. Suponhamos que:

Sr_E[X3 ] = o > 0;
Ve > 0, limp oo 327, E [|x,,,r,,|2 1 |xn,m>s\] —o.

Entao:
Sn=Xp1 + -+ Xo,n = N(0,0°)
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Convergéncia para a Normal
0O®@00000

Teorema de Lindeberg-Feller

Observagao: O Teorema anterior diz-nos que a soma de um grande nimero de
pequenos eventos independentes segue, aproximadamente, uma distribuicao Normal.
Para verificarmos que o Teorema contém o primeiro Teorema do Limite Central
enunciado, consideremos:

®m Yy, Y2,... varidveis aleatérias i.i.d. com E[Y;]=0e E[Y,z] =02 €]0,00;

Y,
u Xn,m = 7”'5

Entao:
n
> EXEml =0®
m=1

esee > 0, entao:

n Y. 2
> E [Xanl® 115, 1] = nE U\}n 1|”>J = E[I¥i 1y p5eps] =0
m=1 n

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, uma vez que E[Y2] < co
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Convergéncia para a Normal
00®0000

Teorema de Lindeberg - Feller

Teorema 6

Para cada n, sejam Xn,m, 1 < m < n, variaveis aleatérias independentes de tal forma
que: E[Xn,m] = 0. Suponhamos que:

Sm_t E[X3n] = o2 > 0;
Ve > 0,limnsoo S04 E ['Xnam|2‘|xn,m>e\] —0.

Entao:
Sn=Xn1+ -+ Xnn ~ N(O,0?)

™ 2)x"
—— | <min| ——,
- (n+1)!" n!
Lema 6

Se: maxi<m<n |Cn,m| — 0, S0 _1 Coym — A € SUPn >+ |Cn,m| < oo. Entéo:

n

H(1 —+ Cn’m) — e>\

m=1
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Convergéncia para a Normal
[o]e]e] lelele)

Teorema de Lindeberg-Feller

Sejam Y, Yo, ... variaveis aleatorias tal que:

1

= sey=1
P(Ym—y)—{{"_:n sei:O
Ent&o:
E[Ym]=1m§
Var(Ym) = & — 5

Consideremos S, = Yy + - -- + Y. Entao:
E[Sn] ~ log(n);
Var(Sp) ~ log(n).
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Convergéncia para a Normal
[e]e]e]e] lele)

Teorema de Lindeberg-Feller

Exemplo
Seja:
Vin = AL
Xn,m = —n
v/log(n)
Entao:
E[Xn,m] =0;

et EIXE m] = 1.
E para qualquer € > 0 tem-se que:

i: E (|xn,m|2 1 |Xn’m>s|) -0

m=1

Desde que a soma seja zero logo que \iﬁ < e.
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Convergéncia para a Normal
00000e0

Teorema de Lindeberg-Feller

Aplicando o Teorema de Lindeberg-Feller, tem-se que:

1 (sn—i:n> ~ N(0,1)

log(n) 1

Camila Cruz | 87782 Mafalda Clara | 78388 Teoremas do Limite Central 14 de Dezembro de 2017 20/27



Convergéncia para a Normal
000000e

Teorema de Lindeberg-Feller

Teorema 7

Sejam Xj, Xo, ... variaveis aleatérias i.i.d. € Sp = X; + - - - + Xp. Para que existam
constantes anp e by > 0 de tal forma que:

Sn*an
20— 8 o, 1
—2 N, Y)

E necessario e suficiente que:
2 PUXI>y)

E (|X1 \21\x15y|) P
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Convergéncia para a Poisson
[ JeJelele}

Lei fraca dos numeros pequenos

O primeiro resultado que serd apresentado é muitas vezes chamado de "lei fraca dos
ndmeros pequenos” e "lei de eventos raros”, uma vez que a Poisson aparece como
limite da soma de eventos com probabilidades pequenas.

Sejam Xj, ..., X varidveis aleatdrias independentes com distribuigao Bernoulli.
Queremos ver que se cada X; tem probabilidade p; pequena entao:

n n
Sn=>_X 2 Poisson <Z p,->
i=1 i=1

Para cada n, sejam Xn,m, 1 < m < n, variaveis aleatérias independentes com
P (Xn,m =1) = pn,m, P (Xn,m = 0) = 1 — pp,m. Suponhamos:

>t Pnm — A € (0, 00)

maxi<m<nPn,m — 0
Se Sp = Xj1 + -+ + Xn,n entéo

Sp %z

onde
Z ~ Poisson(\)
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Convergéncia para a Poisson
[e] Jele]e]

12 Demonstracao

Teorema 8
Para cada n, sejam Xn,m, 1 < m < n, variaveis aleatérias independentes com
P (Xn,m =1) = pn,m, P (Xn,m = 0) = 1 — pp,m. Suponhamos:
>t Prm = A € (0, 00)
maxi<m<nPn,m — 0
Se Sp = Xp,1 + -+ + Xn,n entéo

Sn = Z
onde Z ~ Poisson(\).

Lema7

Sejam zy,...2n € wy ... Wy, nUmeros complexos de modulo igual ou inferior a 6.
Entao:

n n n
H Zm — H Wm S 9”71 Z |Zm — Wm
m=1 m=1 m=1

Se b & um nimero complexo tal que |b| < 1, entdo: |e? — (1 + b)| < |b|?

Camila Cruz | 87782 Mafalda Clara | 78388 Teoremas do Limi 14 de Dezembro de 2017 23/27



Convergéncia para a Poisson
[e]e] le]e]

22 Demonstragao

Teorema 8

Para cada n, sejam Xn,m, 1 < m < n, variaveis aleatérias independentes com
P (Xn,m = 1) = pn,m, P (Xn,m = 0) = 1 — pp,m. Suponhamos:

St Prm = A € (0,00)
maxi<m<nPn,m — 0

Se Sy = Xp1 + -+ Xnnentdo S, % Z onde Z ~ Poisson()).
Distancia de Variagdo Total entre duas medidas de um conjunto contavel S:
1
llu—=oll = 5 D |u(2) = v(2)| = sup |u(A) — v(A)]
24 Acs

Lema 9

Se u1Xxup representa a medida produto em Z x Z em que

(11 X p2) (X, y) = pq (X)p2(y) entdo [[pug x pp — vy X val| < [|pg — v1]] + ||z — v2].
Lema 10

Se 1 * up representa a convolugao de p1 € up, isto €,
i x pa(X) = 30, p (X — y)ua(y) entao ||ps * po — v1 x va|| < [[p1 X p2 —v1 X vzl
Lema 11

Seja 1 a medida com p(1) = p e pu(0) = p. Seja v uma distribuigao de Poisson com
parametro p. Entéo ||p — v|| < p2.
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Convergéncia para a Poisson

[e]e]e] e}

Convergéncia para a Poisson

Exemplo - Dados

Suponhamos que lancamos dois dados 36 vezes. A probabilidade de sair nimero 1
nos 2 dados simultaneamente é 1/36, logo o nimero de vezes que isto ocorre deve
ter, aproximadamente, distribuicdo Poisson com média 1. Comparando a aproximagao
da Poisson com o valor exacto das probabilidades demonstra que a aproximagao &
boa, mesmo que o nimero de langamentos seja pequeno.

k 0 1 2 3
Poisson  0.3678 0.3678 0.1839 0.0613
exact 0.3627 0.3730 0.1865 0.0604
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Convergéncia para a Poisson
[e]e]ele] ]

Convergéncia para a Poisson

Sejam Up,m ~ U[—n, n], variaveis aleatdrias independentes,

1 Unm € (a,b)
Xn,m = ’ 1
A {0 c.c. M

e Sp = > m_1 Xn,m (nimero de pontos dentro do conjunto (a,b).
Sabe-se que pp,m = (b — a)/2n, logo >_n_, pn,m = (b — a)/2. Assim, as condiges
do teorema s3o verificadas:

S m=1Pnm — (b—a)/2 € (0,00)

maxy<m<nPn,m = (b —a)/2n — 0
Assim, concluimos que S, — Z em distribuicao, onde Z ~ Pmsson(b 2). Uma
bomba langada para o Sul de Londres, durante a 22 Guerra Mundial, segue uma

distribuicao de Poisson. A area foi dividida em 576 regides e o nimero total de bombas
que atingiram esta zona foram 537. Assim, adaptando o Ultimo teorema para R?, seja

S o ntimero de regides que as bombas atingem k vezes, obtemos: S 2 Poisson (g%)

k 0 1 2 3 4 >5
Nk 229 211 93 35 7 1
Poisson 226.74 211.39 9854 3062 7.14 157
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