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Introducao

@ Analisar a evoluc3o fisica de um géds ou um fluido evoluindo em um
certo volume.
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@ Escala macroscépica - descreve o @ Escala microscépica - descreve o

movimento global do sistema movimento das moléculas do
fisico. sistema.
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Dinamica do processo
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Dinamica do processo
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Gerador infinitesimal

o Xy=1{1,23,--- ,N-1} e Espaco de estados {0,1}%V.

e Fixe o, 8 € (0,1). Dada uma funcio f : {0,1}*¥ — R o gerador
infinitesimal para o PMM em contato com reservatérios é dado por

Renato Ricardo de Paula Modelo em meios porosos Janeiro de 2017 11 /51
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o Xy=1{1,23,--- ,N-1} e Espaco de estados {0,1}%V.

e Fixe o, 8 € (0,1). Dada uma funcio f : {0,1}*¥ — R o gerador
infinitesimal para o PMM em contato com reservatérios é dado por

(Ln,buif)(n) = Z [()(1 = n(x + 1)) + n(x + 1)1 = ()] [n(x — 1)

+ 77(X + 2| () — ()],
(Ln,of)() = [l = (1)) + (1 = a)n(L)][F(n") — F(n)]
+ B = n(N = 1)) + (1 = B)n(N = DI[F (") — ()]
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Gerador infinitesimal

e n**1 & a configuracio obtida de 7 trocando os seus valores nos

sitios x e x + 1:

n(x+1), sey=x,
y)= n(x), sey=x+1,
n(y),  caso contrério.

(7 )(
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Gerador infinitesimal

° nx,x—i—l

é a configuracdo obtida de 7 trocando os seus valores nos
sitios x e x + 1:

n(x+1), sey=x,
n(x), sey=x+1,
n(y),  caso contrério.

(7 ) (y) =

@ Para x =1o0oux=N—1, ¥ é a configuracao obtida de n trocando o
seu valor no sitio x, isto é

oo = { 1 ey

n(y),  caso contrario.
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Estado estaciondrio em equilibrio oo =

Definicao

Seja 0 < a < 1. Chamamos de medida Bernoulli produto de pardmetro
« a medida " em {0,1}*V tal que fixado 7 € {0, 1}*V, as varidveis
aleatérias {n(x)}xex, sdo independentes e

y(’lv{n € {0, 1}):"’ n(x) =1} = a.

Assim, para uma configuracdo 7 se tem

v () = aXZXE 09(1 — @)= @),

Proposicao

Se a = f3 entdo v/ é estacionaria e reversivel.
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Do microscépico para o macroscépico

MICROSCOPICO MACROSCOPICO
Yv={1,---,N—1} [0,1]
X — u= %
x = | Nuj — u
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Equacao em meios porosos com condicoes de Dirichlet

Objetivo
Provar que quando N — oo a densidade de particulas em [0, 1] se

comportard como a solu¢do fraca da equacdo em meios porosos com
condicoes de Dirichlet:
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Equacao em meios porosos com condicoes de Dirichlet

Objetivo

Provar que quando N — oo a densidade de particulas em [0, 1] se
comportard como a solu¢do fraca da equacdo em meios porosos com
condicoes de Dirichlet:

Oep(t,u) = 02p%(t,u), mparat>0,uc(0,1),

p(t,0) = «, parat >0,
p(t,1) =0, parat >0,
p(0, u) = po(u), ue[0,1],

onde p é fungdo uma definida em [0, T| x [0, 1] e que toma valores em
[0,1], e po : [0,1] — [0, 1] é uma fun¢do mensuravel.
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

e CY2([0, T] x [0,1]) - conjunto das fungdes H : [0, T] x [0,1] — R
tais que H é de classe C! no tempo e de classe C? no espaco.
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tais que H é de classe C! no tempo e de classe C? no espaco.
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

e C¥2([0, T] x [0,1]) - conjunto das fungdes H : [0, T] x [0,1] — R
tais que H é de classe C! no tempo e de classe C? no espaco.

° Cg’Z([O, T] x [0,1]) - subconjunto das fun¢des
H e CY2([0, T] x [0,1]) tal que H(t,0) = H(t,1) = 0 para todo
telo, T].

|

Definicao

Para cada configuragdo n € {0,1}>" definimos a medida empirica
7N(n, du) em [0,1] como

(0, du) = Z

XEX
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

@ Analisar a evolugdo temporal da medida empirica associada ao
processo {7t }>0.
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

@ Analisar a evolugdo temporal da medida empirica associada ao
processo {7t }>0.

@ Definimos o processo de medidas empiricas como
i (n, du) = 7 (nenz, du).
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

@ Analisar a evolugdo temporal da medida empirica associada ao
processo {7t }>0.

@ Definimos o processo de medidas empiricas como
i (1, du) = 7 (ne2, du).

e SeHe C(}’Q([O7 T] x [0,1]), entdo a integral de H com respeito a
medida empirica 7 sera dada por

(o H) = [ H(@) (0, d) = NZHXW

onde H, = H(%).
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

Definicao

O laplaciano discreto de H em § com x € X é dado por

AnHy = N?>{H,_1 — 2Hy + Hy11}.
Definimos também os gradientes discretos como

ViHe = N(Hyi1 — Hy),
ViHx = — N(Hx_1 — Hy).
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

N2 Ly (rl, HY = £ SSNL Ay Heon(nene) + cu(t, H) + en—a(t, H), J
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

N2 Ly (rl, HY = £ SSNL Ay Heon(nene) + cu(t, H) + en—a(t, H), J

a(t,H) = V—/CHO (a = Nen2 (1) + anepz (1) + nepz (L) nen2(2) — O”7tN2(2))

en-1(t, H) = = ViyHn (8 — nene(N — 1) 4+ nepe(N — 2)nepe (N — 1)
+ Nen2 (N = 1)8 — ey (N — 2)5)7

Renato Ricardo de Paula Modelo em meios porosos Janeiro de 2017 19 / 51



Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

N2 Ly (rl, HY = £ SSNL Ay Heon(nene) + cu(t, H) + en—a(t, H), J

a(t,H) = V—/CHO (a = Nen2 (1) + anepz (1) + nepz (L) nen2(2) — O”7tN2(2))

en-1(t, H) = = ViyHn (8 — nene(N — 1) 4+ nepe(N — 2)nepe (N — 1)
+ Nen2 (N = 1)8 — ey (N — 2)5)7

Ox(Nenz) = Menz (X — D)nenz(X) + nep2 (X) ez (x + 1)
— Men2 (X — D)nepa(x + 1),

Renato Ricardo de Paula Modelo em meios porosos Janeiro de 2017 19 / 51



Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

o Fixe H e Cy*([0, T] x [0,1]).
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

o Fixe H e Cy*([0, T] x [0,1]).
@ Pela férmula de Dynkin tomando a fungdo
F(t,ne) = (w{,H) = 5 ZN L Hynnz (x), temos que

MN(H) = (zN, H) — (', H) —/t(as+ N2Ly) (N, H)ds, J
0

é um martingal com respeito a filtracdo natural F; := o(ns : s < t).
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

o Fixe H e Cy*([0, T] x [0,1]).
@ Pela férmula de Dynkin tomando a fungdo
F(t,ne) = (w{,H) = 5 ZN L Hynnz (x), temos que

MN(H) = (zN, H) — (', H) —/t(as+ N2Ly) (N, H)ds, J
0

é um martingal com respeito a filtracdo natural F; := o(ns : s < t).
@ Como F(s,-) ndo depende do tempo, entdo JsF(s,-) = 0. Logo,

MY(H) = (= Hy — (xl), H / ZANHXW ez )ds
t
+ / ci(s, H) + cn-1(s, H)ds.
0
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

Hipdtese

Sendo py uma medida qualquer, assumimos que podemos trocar ngy2(1)

(resp. nsp2(N — 1)) por « (resp. [3) com um certo erro e; (resp. ey—1),
que é negligivel quando N — oc.
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

Hipdtese

Sendo py uma medida qualquer, assumimos que podemos trocar ngy2(1)

(resp. nsp2(N — 1)) por « (resp. [3) com um certo erro e; (resp. ey—1),
que é negligivel quando N — oc.

Logo

N—

MH) = L5 Moot - z e
1

/_
/e

AnHxpx(nsy2)ds

2\
||bﬂ2

H()Oé ds+ e — /V HNﬁ ds + eyn_1.
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

e Como I\/lév(H) = 0 e a esperanca com respeito a uma medida
qualquer pupn de um martingal é constante, entdo
Eun[M{(H)] = B,y [Mg' (H)] = 0,
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

e Como I\/lév(H) = 0 e a esperanca com respeito a uma medida
qualquer pupn de um martingal é constante, entdo
Eun[M{(H)] = B,y [Mg' (H)] = 0,

1 N—-1
0= N Z Hy (E/,LN [771.“N2 (X)] - E#N [nO(X)])
o
— /0 N 2 ANHX]E;LN [SOX(TISN2)]dS

t t
+/0 Vi Hoa? ds—/o VyHnB? ds + K, ler] + Euylen—1l,
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

@ Seja p: um perfil de densidade o qual queremos provar que é solugdo
da equacdo diferencial parcial que procuramos.
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

@ Seja p: um perfil de densidade o qual queremos provar que é solugdo
da equacdo diferencial parcial que procuramos.

o Seja pY(x) = E,p [nnz (X))
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

@ Seja p: um perfil de densidade o qual queremos provar que é solugdo
da equacdo diferencial parcial que procuramos.

o Seja pY(x) = E,p [nnz (X))
e Supomos que pY(x) ~ pe(%).
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

@ Seja p: um perfil de densidade o qual queremos provar que é solugdo
da equacdo diferencial parcial que procuramos.

Seja pg' (x) = Epuy [nen2 ()]

Supomos que p(x) ~ pe( ).

Assumindo que a esperanca do produto é o produto da esperanca, e
que p¢(*51) ~ pe(%), podemos escrever para cada x € Ly

Epnlex(nenvz)] ~ pe(5)°.
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

@ Portanto,
N— t
NZ — po() / ZANH Ps %))d
o ‘
VNHNﬁ ds + /0 VEH()O;C/S + ENN [e]_] + EMN[eN—l]'

0

@ Fazendo N — oo e usando o fato de que a esperanca de e; e ey_1
sao negligiveis, temos
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

@ Portanto,
1 N—-1 ¢ N-1
0= 57 3 Huloi) =) = [ & 3 A (2G)) ds
x=1 x=1
t t
— VyHnB2ds + / Vi Hoa?ds + B, [e1] +E,.p [en—1]-
0 0

@ Fazendo N — oo e usando o fato de que a esperanca de e; e ey_1
sao negligiveis, temos

1 t 1
= u)— u u u — u u 2 udas
0= /0 (pe() — po())H(u)d /0 /0 AnH(u)(ps(u)) dud

- /tauH(l)B2 — 9,H(0)ads.
0
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Heuristica de como obter a equacao hidrodindmica

@ Portanto,
1 N—-1 ¢ N-1
0= 57 3 Huloi) =) = [ & 3 A (2G)) ds
x=1 x=1
t t
— VyHnB2ds + / Vi Hoa?ds + B, [e1] +E,.p [en—1]-
0 0

@ Fazendo N — oo e usando o fato de que a esperanca de e; e ey_1
sao negligiveis, temos

1 t 1
0= [ (putw) = () H(a)du ~ [ [ AnH(u)(po(w)duds
0 o Jo
t
- / duH(1)B? — 0,H(0)ads.
0
@ A equagdo acima é a nogao integral da solugdo fraca da equagcao em

meios porosos com condicoes de Dirichlet.
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MATRIZ ANSATZ
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Matriz Ansatz para o ASEP

ap

A chave para obtermos informacgdes sobre o estado estacionario do
processo de exclusdo simples assimétrico (ASEP) é a Representacao em
Produto Matricial das probabilidades estacionarias. O peso de uma
configuracdo 7 é dado por:
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Matriz Ansatz para o ASEP

ap

A chave para obtermos informacgdes sobre o estado estacionario do
processo de exclusdo simples assimétrico (ASEP) é a Representacao em
Produto Matricial das probabilidades estacionarias. O peso de uma
configuracdo 7 é dado por:

1 N—-1
B) = 5w [L0000 + (1= () )y
- x=1

onde 7(x) =1 (ou 0) se o sitio x estd ocupado (ou vazio) e a constante
de normalizacdo é Zy_; = w' (D 4 E)N~1v. Esta estrutura combinatéria
serad codificada na algebra gerada por D, E,w’ e v.
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Algebra de Matrizes para o ASEP

O método da matriz ansatz permite representar os pesos no estado
estacionario se os operadores D e E, e os vetores w' e v satisfizerem

Algebra de matrizes

pDE —qED = D+ E, (1a)
w'[apE —(1-a)gD] = w', (1b)
[(1-B)pD — BgElv = w. (Lc)

(B. Derrida, M. R. Evans, V. Hakin e V. Pasquier, 1993)

A Matriz Ansatz nos permite calcular muitas propriedades do estado
estacionario como a densidade de particulas, a média da corrente,
funcdes de correlagdo... (veja o review de R. Blythe e M. R. Evans, 2007).
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Teorema

Considere o ASEP em {1,---, N — 1} com taxas das fronteiras

a, B € [0,1] e taxas p, g no bulk. Suponha que as matrizes D, E e os
vetores w' v satisfazem a algebra de matrizes (1). Se para toda
configuragdo 1 € {0,1}*V a fungdo

N-1
fu-1(n(1),0(2),-- ,n(N = 1)) =w’ [[ (2(x)D + (1 = n(x))E)v,

x=1

estiver bem definida em R™ e a normalizacdo

Zyoi= Y. fu-1(n) #0,
ne{0,1}*N

entdo a medida estaciondria do ASEP serd dada por

NSS(U) = szNl(?)

v
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Ideia da demonstracao

e Seja W(n, &) a taxa na qual o ASEP muda de uma configurag¢do 7
para uma configuragdo &,
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Ideia da demonstracao

e Seja W(n, &) a taxa na qual o ASEP muda de uma configurag¢do 7
para uma configuragdo &,

“x p, sen(x)=1,n(x+1)=0,
W (n, “):{ () ber 1)

q, sen(x)=0,n(x+1)=1,
paral < x <N -2,
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Ideia da demonstracao

e Seja W(n, &) a taxa na qual o ASEP muda de uma configurag¢do 7
para uma configuragdo &,

“x p, sen(x)=1,n(x+1)=0,
W (n, “):{ () ber 1)

q, sen(x)=0,n(x+1)=1,
paral < x <N -2,

_ Jap, se (1) =0,
W) = {(1 —a)g, se n(l)=1.
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Ideia da demonstracao

e Seja W(n, &) a taxa na qual o ASEP muda de uma configurag¢do 7
para uma configuragdo &,

“x p, sen(x)=1,n(x+1)=0,
W (n, ) = () ber 1)
g, sen(x)=0,n(x+1)=1,

paral < x <N -2,

_ Jap, se (1) =0,
W) = {(1 —a)g, se n(l)=1.

(1-B)p, sen(N-1)=1,
e W(n,&) = 0 caso contrario.

W (g, 1) = {6% se n(N —1) =0,
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Ideia da demonstracao

e Como {n:}+>0 é uma cadeia de Markov irredutivel com espago de
estados finito, ela possui uma (inica medida estaciondria uss, dada
pela solu¢do estacionaria da master equation

D) =0=" 3 nsslOWIEn) — nss(m) W)

£e{0,1}N

para todo 1 € {0, 1}*~,

Renato Ricardo de Paula Modelo em meios porosos Janeiro de 2017 30 /51



Ideia da demonstracao

e Como {n:}+>0 é uma cadeia de Markov irredutivel com espago de
estados finito, ela possui uma (inica medida estaciondria uss, dada
pela solu¢do estacionaria da master equation

D) =0=" 3 nsslOWIEn) — nss(m) W)

£e{0,1}N

para todo 1 € {0, 1}*~,

@ Temos que fy_1 satisfaz a equacdo acima.
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Ideia da demonstracao

e Como {n:}+>0 é uma cadeia de Markov irredutivel com espago de
estados finito, ela possui uma (inica medida estaciondria uss, dada
pela solu¢do estacionaria da master equation

D) =0=" 3 nsslOWIEn) — nss(m) W)

£e{0,1}N

para todo 1 € {0, 1}*~,
@ Temos que fy_1 satisfaz a equacdo acima.

@ Os termos individuais s3o da forma

1 (7T W n) = fy— 1 () W(n, 7).
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Ideia da demonstracao

Usando a dlgebra de matrizes podemos simplificar os termos como

nx)y=1len(x+1)=0

fN—l(' o 777(X - 1)707 1777(X+2) T )q
- fN—l(' t 777(X_ 1)7170777(X+2) )p
= W Xy [4ED — pDE] Xyriz) v

=—(D+E)

= _WT"'Xn(x—l)[D]Xn(x+2)'"V_WT"'Xn(x 1) [E]X n(x+2)
— _fN—Q("' 777(X_1)71777(X+2))
- fN—2(‘ o 77I(X - 1)70777(X+2)7 T )
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Ideia da demonstracao

Assim, podemos escrever os termos individuais para o bulk como

Pt (T Wt ) — () W (n, )
:(1 - 277(X))fN72(' o 777(X - 1)777(X)7 77(X + 2)7 o )
=— (I —=2n(x+ 1)) fv—2(--- ,n(x = 1),n(x + 1), n(x +2),---).
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Ideia da demonstracao

Para a fronteira esquerda temos

Para n(1) =1

apfy_1(0,---) — (1 — @)gfy_1(1,--+) = w' [apE]---v
w'[(1-a)qD]---v
= lNT[Osz —(1-a)qD]---v

=w’
:wT Vv
~—~

N-2 termos

= fua(n(2), )
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Ideia da demonstracao

Para a fronteira esquerda temos

Para n(1) =1

apfy_1(0,---) — (1 — @)gfy_1(1,--+) = w' [apE]---v
~w'[(1-a)gD]---v
= lNT[apE -(1- a)qDl- v

=w’
:wT Vv
~—~

N-2 termos

= fua(n(2), )

Assim,
o1 ()W (0t n) — fv_1 ()W (n,n")
=—(1—=n(1))n-2n(2), )
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Ideia da demonstracao

Para a fronteira direita temos

o1 (VWM ) = ()W (n,nV )
=(1—2np(N = 1))fn_2(--- ,n(N —2)).

Renato Ricardo de Paula Modelo em meios porosos Janeiro de 2017 34 /51



Ideia da demonstracao

Para a fronteira direita temos

-1 (" WOV n) = v ()W (n, ")
=(1—2n(N — 1))fn—2(-- -, n(N — 2)).
Como soma dos termos individuais no bulk é telescépica, sobram dois
termos referentes a x =1 e x = N — 2, os quais se cancelam com as taxas

das fronteiras, mostrando assim que jss € medida estaciondria para o
ASEP, como queriamos.
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Corrente microscopica

Definicao

Dada uma configuracio 7 € {0, 1}V, definimos a corrente microscépica

associada ao elo {x,x + 1} (representada por jx x+1(17)) como sendo a
diferenca entre a taxa de salto do sitio x para o sitio x + 1 e a taxa de

salto do sitio x + 1 para o sitio x.

Corrente microscépica para o ASEP

Jxxer1(n) = pn(x)(L = n(x + 1)) — gn(x + 1)(1 = n(x)).
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Encontrando a algebra de matrizes

Lema

Se 41 é uma medida estacionaria em {0,1}*V, entdo [ Lyf(n)dp = 0 para
qualquer £ : {0,1}*¥ — R. Assim, tomando f, : {0,1}*"¥ — R onde
f(n) = n(x), temos que

/ Lnfi(n)dp = / (Us—1,x(1) = Jiex+1(1))dp = 0
para x € X . Logo, para x € L,

/_jxl,x("?)d:u = /.jX,XJrl(n)d:u?

isto é, no estado estacionario a corrente média no bulk e nas fronteiras é
constante.
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Encontrando a algebra de matrizes

Por exemplo, a corrente média com respeito a medida estaciondria y para
o ASEP em contato com reservatérios sdo dadas por

w' [apE — (1 —a)gD]CV"2v  wT C*Y(pDE — gED)C(N-D=(x+1)y

Zn-1 Zn-1 .
fronteira esquerda bulk
_ W CN2[(1 - §)pD — fqE—]u
- Zn-1 '

[\

fronteira direita
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Propriedade das matrizes

Suponha que D, E,w’ e v satisfazem a &lgebra de matrizes para o ASEP
e que fy_1 definida anteriormente é estritamente positiva.
(a) Se D e E comutam, entdo
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Propriedade das matrizes

Suponha que D, E,w’ e v satisfazem a &lgebra de matrizes para o ASEP
e que fy_1 definida anteriormente é estritamente positiva.
(a) Se D e E comutam, entdo

() a= 8,
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Propriedade das matrizes

Suponha que D, E,w’ e v satisfazem a &lgebra de matrizes para o ASEP
e que fy_1 definida anteriormente é estritamente positiva.
(a) Se D e E comutam, entdo
(i) a= 5,
(i) p=lea=0,oup=1lepf=1,
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Propriedade das matrizes

Proposicao

Suponha que D, E,w’ e v satisfazem a &lgebra de matrizes para o ASEP
e que fy_1 definida anteriormente é estritamente positiva.

(a

Se D e E comutam, ent3o

a

p= eazOoupzleﬁzl

p=0ea=1oup=0ep=0.

No caso (i), a tinica medida estaciondria é v/ (Bernoulli produto),

enquanto que nos casos (/i) e (iii), as medidas estacionarios

concentram-se em configura¢des da forma ---00001111--- (no caso

(i) ou ---111000- - - (no caso (iii)).

(b) Se p=1e D e E ndo comutam, entdo as matrizes sdo
necessariamente de dimensao infinita.

)
D)
(I)
ii)
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Normalizacao

Fazendo p=qg = % ou seja, no SSEP

Y12 12 6

Assim, a expressao para a normalizacdo Zy_1 é dada por

B. Derrida, J. L. Lebowitz, E. R. Speer, 2002

S 1 TN - 14+ 2= + 545)

N—-1 = — )
(pa_pb)N ! r(a+,y + ﬁ_'_(s)

onde p, = ;%5 pp = ﬁ e ['(z) é a fungdo Gama usual dada por

[(z+ 1) = z! para z sendo um niimero inteiro positivo, e
M(z) = Oo x?~tedx para qualquer z € C com Re(z) > 0.
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SSEP em contato com reservatdrios lentos

-« B
NT1/2 1/2 NP
(6]
N9

Normalizacao

1 2N + N —1)
(a—p)N-1  T(2N?)

Iy-1=
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SSEP em contato com reservatdrios lentos

Algebra de matrizes

11—«
E—=——-D|=w",
DE—ED=D+E, " [N" NY ] W
1-p B
[ G D—WE]V:V.
Propriedades
C(D+1)=DC e CD=(D-1)C.
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Densidade de particulas

—~
wTCX*]. DCN—l—x v

N—1 _
ot =
B w! C1C(D + 1)CN=2>y
Zn-1
——
B w! CcxDCN=2=xy n w’ CN-2y
Zn-1 Zn-1
chx+1DcN—3—xv WTCN_2V
= + 2
Zn-1 Zn-1
w! Cx—1)+N-1-xp c(N=1-x)—(N-1-x),,
- Zn-1
n_—
+(N—1-x)2¥=2

Zn-1
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Densidade de particulas

w’ CcN-2py ZN_»
=— 4+ (N-1-x
ZN,1 ( )ZNfl
T r~N-2 0
:W C (N +,BC)V+ (N—l—X)ZN*z
Zn_1 Zn-1
N1l (a— B)(N —x+ NP —1)
<77(X)>uss _B+ 2N9+N_2
a—f 0 a—pf
= N—x)—7—— N —1)———n—.
BN =x)ona st JoNT N =2

Renato Ricardo de Paula Modelo em meios porosos Janeiro de 2017 43 / 51



SSEP em contato com reservatdrios lentos

Funcao de correlacdo de segunda ordem

()it = MmOt = M) () it
(a—B)*(x+ N’ —1)(N—y + NP —1)
(2N + N —2)2(2NY + N — 3) '
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Algebra de matrizes para o PMM

e Dada uma configuracdo n € {0,1}*~, a corrente microscépica média
entre os sitios x e x + 1 no bulk do PMM em contato com
reservatdérios com respeito a uma medida p qualquer, é dada por

U1 (M) = ((0(x) = n(x + 1) (n(x = 1) +n(x +2)))u
= (n(x = ) ()1 = nlx +1)) = n(x + 1)(1 = n(x)))
+ ()1 = n(x + 1)) = n(x + 1)1 = 1n(x)))n(x + 2)) -
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@ Dada uma medida estaciondria uss, podemos escrever a corrente
microscépica média no bulk na forma matricial como

w’! C*2D[DE — ED]C(N-1)-(x+1)y

<JX7X+1(77)>M55 = ZN_]_

w’ C1[DE — ED]DC(N-D=(x+2)y
+

Zn-1
_ w/C*2[DDEC — DEDC + CDED — CEDD]C(N-D~-(x+2)y
Zn-1

_ w/ C2[(DDE — DED)C + C(DED — EDD)]C(N-1)-(x+2)y
- Zn-1 '
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@ Dada uma medida estaciondria uss, podemos escrever a corrente
microscépica média no bulk na forma matricial como

w’! C*2D[DE — ED]C(N-1)-(x+1)y

<JX7X+1(77)>M55 = ZN_]_

w’ C1[DE — ED]DC(N-D=(x+2)y
+

Zn-1
_ w/C*2[DDEC — DEDC + CDED — CEDD]C(N-D~-(x+2)y
Zn-1

_ w/ C2[(DDE — DED)C + C(DED — EDD)]C(N-1)-(x+2)y
- Zn-1 '

@ Nas fronteiras temos
w’(aE — (1 —a)D)CN"2y

o, (M)pes = -
wlcN=2((1 — _ 8EW
Un=18 (1) pss = ¢ ((;N_f)D BE) ’
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@ A esperanca com respeito ao estado estaciondrio da corrente
microscépica no bulk e nas fronteiras coincidem. Assim

w’(aE — (1 —a)D)CN=2y

Usoxt1(M)) pes = 71
~w/CV72((1 - B)D — BE)v
a Zn-1
_ w' C*2[(DDE — DED)C + C(DED — EDD)]C(N-1)~(+2)y
Zn-1 ’
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@ A esperanca com respeito ao estado estaciondrio da corrente
microscépica no bulk e nas fronteiras coincidem. Assim

w’(aE — (1 —a)D)CN=2y

Usoxt1(M)) pes = 71
~w/CV72((1 - B)D — BE)v
a Zn-1
_ w' C*2[(DDE — DED)C + C(DED — EDD)]C(N-1)~(+2)y
Zn-1 ’

@ Para termos a igualdade acima as matrizes precisam satisfazer as
seguintes condicdes

DDE — DED = DD + ED = CD,
DED — EDD = EE+ ED = EC,
wi(aE—(1—a)D)=w',
(1-A)D - BE) = v.
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@ Portanto, a expressao anterior é a adlgebra de matrizes para o PMM
em contato com reservatorios.
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@ Portanto, a expressao anterior é a adlgebra de matrizes para o PMM
em contato com reservatorios.

@ As duas dltimas propriedades sdo obtidas do mesmo modo que no
SSEP em contato com reservatdrios.
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@ Portanto, a expressao anterior é a adlgebra de matrizes para o PMM
em contato com reservatérios.

@ As duas dltimas propriedades sdo obtidas do mesmo modo que no
SSEP em contato com reservatérios.

@ Ja as duas primeiras propriedades sdo obtidas analisando o produto
matricial CCC e perguntando-se quais as propriedades que as
expressoes DDE — DED e DED — EDD devem satisfazer de modo
que o numerador da expressdo para a corrente microscopica média
seja constante, isto é, dado por w’ CN=2y,

Renato Ricardo de Paula Modelo em meios porosos Janeiro de 2017 48 / 51



Referéncias

e DERRIDA, B.; LEBOWITZ, J. L.; SPEER, E. R. Large deviation of
the density profile in the steady state of the open symmetric simple
exclusion process. Journal of Statistical Physics 107 (2002), 599-634.

e DERRIDA, B.; LEBOWITZ, J. L.; SPEER, E. R. Entropy of open
lattice systems. Journal of Statistical Physics (2007).

e FRANCO, T.; GONCALVES, P.; NEUMANN, A. Hydrodynamical
behavior of symmetric exclusion with slow bonds. Ann. Inst. H.
Poincaré: Probab. Statist. 49, 2 (2013), 402-427.

e FRANCO, T.; GONCALVES, P.; NEUMANN, A. Non-equilibrium and
stationary fluctuations of a slowed boundary symmetric exclusion.
Online, ArXiv, https://arxiv.org/abs/1608.04317 (2016).

o KIPNIS, C.; LANDIM, C. Scaling limits of interacting particle
systems. Springer (1999).

Renato Ricardo de Paula Modelo em meios porosos Janeiro de 2017 49 / 51



Referéncias

o LANDIM, C.; MILANES, A.; OLLA, S. Stationary and
non-equilibrium fluctuations in boundary driven exclusion processes.
Markov Processes and Related Fields 14, 2 (2008), 165-184.

o LIGGETT, M. T. Continuous Time Markov Processes. American
Mathematical Society (2010).

o LIGGETT, M. T. Interacting Particle Systems. Springer (2005).

o LIGGETT, M. T. Stochastic Interacting Systems: Contact, Voter and
Exclusion Processes. Springer-Verlag Berlin Heidelberg (1999).

o VELAZQUEZ, J. J. L. The porous medium equation: mathematical
theory. Clarendon (2007).

Renato Ricardo de Paula Modelo em meios porosos Janeiro de 2017 50 / 51



Obrigado!

Renato do de Paula Modelo em meios porosos Janeiro de 2017




	Introdução
	O modelo em meios porosos em contato com reservatórios
	Heurística de como obter a equação hidrodinâmica
	O método da matriz ansatz
	SSEP em contato com reservatórios lentos
	Álgebra de matrizes para o modelo em meios porosos
	Referências

