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Capitulo 1

Teoria de utilidade

Neste capitulo é apresentada uma introducdo a Teoria de utilidade, que tem

aplicacGes na tomada de decisdo no contexto do calculo atuarial.

1.1 Modelo de utilidade esperada

Num sistema de seguro, o segurado paga a seguradora um prémio para garantir
a cobertura de um seguro em caso de ocorréncia de um sinistro. Em geral,
o segurado esta disposto a pagar mais do que o valor esperado do prejuizo.
Assim, a seguradora recebe um prémio que é mais elevado do que o valor
esperado da indemnizacdo. Se X representa o montante do prejuizo, entdo
o prejuizo esperado, que se denota por E[X], representa o chamado prémio
liquido (ou prémio puro). Como pode ser visto no seguinte exemplo, o prémio

para um risco ndao € homogéneo, ou seja, ndo & proporcional ao risco.

Exemplo 1.1.1. Suponha que um individuo (ou segurado) tem o risco de
perder a quantidade B com probabilidade 0.01. Se X representa o montante

do prejuizo entdo X = B com probabilidade 0.01 e X =0 com probabilidade

0.99:
B, 0.01

«_] B
{ 0, 0.99.



Logo E[X] = B x0.01. Fazendo um seguro contra esta perda, ele esta
disposto a pagar um prémio, que se denota por P, para este contrato de

seguro.

1. Se B for pequeno, entdo P ndo vai ser muito maior do que 0.01B, logo
P~ 0.01B.

2. Se B for mais elevado, por exemplo 500 unidades monetarias (u.m.),
entdo P podera ser um pouco mais elevado do que 5 =0.01 x 500, ou
seja, P> 0.01B=5.

3. Se B for muito elevado, entdo P é muito maior do que 0.01B, porque

esta perda pode levar a uma situacdo de ruina por parte do segurado.

No dltimo caso, o individuo esta disposto a pagar muito mais do que o valor

esperado do prejuizo.

Exemplo 1.1.2. (Paradoxo de St. Petersburg)

Suponha que pagando uma quantidade P é possivel entrar no seguinte
Jjogo. E lancada uma moeda ao ar até que apareca o lado “cara”. Se forem
precisos n lancamentos até que ocorra “cara”, o ganho X é 2". Sendo assim,
X é uma variavel aleatéria que toma o valor 2" quando sdo precisos n lanca-
mentos de uma moeda em que a primeira vez que saia cara seja ho n-ésimo
lancamento. A probabilidade de tal evento é, assumindo que os lancamentos
sdo independentes, igual a q”*1(1 —q), onde q representa a probabilidade de
sair coroa. Assumindo que a moeda é regular, tem-se que q = 1/2, donde

resulta que a probabilidade acima é igual a (1/2)". Logo X é uma variavel

x=12" P=z
0, 1—p.

aleatoria dada por



Entdo, o ganho esperado é
[ee] 1 n
ElX]=) 2" () = o0.
n=1 2

Excetuando o caso em que o prémio P é muito pequeno, poucas pessoas
estdo dispostas a entrar neste jogo, o que significa que poucos se preocupam

somente com o ganho esperado, que neste caso seria infinito.

A teoria da utilidade foi desenvolvida com o objetivo de dar apoio a tomada
de decisGes em situacOes de incerteza e tem aplicacdes no contexto de sistemas
de seguro.

Um decisor atribui um valor u(w) ao seu capital w, em que u(-) é a sua
fungdo utilidade. Se ele tiver que optar entre duas perdas (ou riscos) aleatérios
X e Y, ele compara E[u(w — X)] com E[u(w —Y)] e escolhe a perda com
utilidade esperada mais elevada.

O prémio maximo, que se denota por PT, que um segurado com funcio
de utilidade u(-) esta disposto a pagar para uma perda aleatéria X, pode ser

determinado resolvendo , em ordem a P a seguinte equacdo de equilibrio
Elu(w—X)] = u(w—P).

Analogamente, a seguradora, com a sua funcdo de utilidade, determina um
prémio minimo, que se denota por P~, que esta disposta a receber pelo con-
trato de seguro.

Se PT > P~, entdo a utilidade aumenta para a seguradora e para o segu-

rado se o prémio P estiver entre P~ e Pt, ou seja, se P~ < P < PT,

Modelo de Von Neumann e Morgenstern

O modelo desenvolvido por Von Neumann e Morgenstern (1947) descreve
como decisores optam entre alternativas inseguras. Se um decisor pode esco-
lher entre perdas aleatdrias X, entdo existe uma fungdo de utilidade u(-) que

avalia o capital w, tal que as decisbes que toma s3do exatamente as mesmas
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que resultam de comparar as perdas X baseadas na esperanca E[u(w — X)].
Assim, uma decisdo complexa reduz-se a uma comparacdo de nimeros reais.

Mais precisamente, sejam X e Y perdas aleatérias. Entdo, se
Elu(w—X)] <E[u(w—Y)]

o decisor, com capital w, opta por Y, pois Y é a perda que da maior valor de
utilidade esperada.
Se E[u(w — X)] = E[u(w —Y)], entdo o decisor & indiferente a X ou Y.
Se X e Y representam ganhos aleatdrios, entdo, o decisor compara E[u(w +
X)] com E[u(w+Y)] e opta pelo ganho que tem maior valor de utilidade

esperada.

Lema 1.1.3. Para comparar duas perdas aleatorias X €Y', a funcdo de utilidade
u(-) e a sua transformacéo linear a u(-)+ b, onde a> 0, b € R sdo equivalentes,

pois resultam na mesma tomada de decisdo. Formalmente:
Elu(w—X)] <E[u(w—=Y)] < E[lau(w—X)+b] <E[au(w—Y)+b].

Demonstracao
A prova resulta da linearidade da esperanca e do facto de a > 0. Deixa-se

a cargo do leitor esta demonstrac3o. O

Uma vez que uma fung¢do de utilidade u(-) e a sua transformagdo linear
levam a mesma tomada de decisdo, para cada classe de funcdes de utilidade,
pode-se selecionar uma fung¢do, pedindo, por exemplo, que verifique u(0) =0
eu(l)y=1.

O seguinte resultado diz que para funcdes de utilidade crescentes e lineares
as preferéncias entre dois riscos ou perdas, estdo de acordo com as preferéncias
baseadas no principio do valor esperado. Segundo este principio, para decidir
entre X e Y compara-se E[X] e E[Y].
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Corolario 1.1.4. Seja ii(-) uma funcdo de utilidade linear, i(w) = aw + b, com

a>0,beR. Entdo, se E[X] = ux e E[Y] = uy, tem-se que
E[i(X)] = aux +b>E[d(Y)] = auy + b= ux > py.

O que este corolario diz é que quando se usa uma funcdo de utilidade linear,
a decisdo com base no valor esperado de utilidade € a mesma que analisando
o valor esperado dos riscos.

Note-se que o resultado anterior € um corolario do Lema 1.1.3 conside-

rando u(w) = w e notando que a sua transformacdo linear é, precisamente,
a(-).
Exemplo 1.1.5. (Aversdo e ndo-aversido ao risco)
Suponha que um individuo possui o capital w e que avalia o seu capital
usando a fungdo de utilidade u(-). Sabe-se que, dadas as opgdes:
(a) perder a quantidade b com probabilidade %
(b) pagar um montante fixo 3b,
o individuo escolhe:
e (a)seb=1,
e (b) se b=4,

e ¢ indiferente a (a) ou (b) se b=2.

O que se pode dizer sobre a sua fungdo utilidade u(-)?

Neste caso, o valor de w é irrelevante, pode-se escolher w =0. Pelo Lema
1.1.3, pode-se ainda supor que u(0) =0 e u(—1) = —1. Agora vai-se analisar
as op¢obes do decisor e verificar que informacdo se pode obter sobre a funcdo
de utilidade u(-). A primeira dificuldade consiste em identificar os riscos (ou

perdas) que estdo em causa. Neste caso tem-se a perda dada por:
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e 0 ganho dado porY = b/2.
Como para b= 72 é indiferente optar por X ouY, entdo, neste caso, tem-se
que
E[lu(w—X)] =E[u(w—-Y)].

Lembre que se fixou w =0 e b=2. Agora note que E[u(=Y)] = u(-1). Por
outro lado, tem-se que E[u(—X)] = u(O)% + u(—2)%. lgualando as esperancas
acima, obtém-se:

%[U(O) Fu(=2)] = u(-1). (1.1.1)

Para b =1 a preferéncia do individuo corresponde a seguinte desigualdade
E[u(w — X)] > E[u(w —Y)], ou seja:

1 1
—[wO)+u(-1)]>ul—-= (1.1.2)
2 2
e para b=4 a preferéncia do individuo corresponde a seguinte desigualdade
E[u(w—X)] < E[u(w—=Y)], ou seja:

2 10(0) + u(~4)] < u(-2). (1.1.3)

Como u(0) =0 e u(—1) = —1, entdo a partir de (1.1.1), (1.1.2) e (1.1.3)
obtém-se

u(=2)=-2, u <—;> < —%, u(—4) < —4. (1.1.4)
Daqui conclui-se que a fungdo de utilidade u(x), da qual tem-se informacado
sobre o seu valor nos pontos x = —4,—2,—1, —%,O, deve passar por baixo da
diagonal v(x) = x para —1 < x <0 e x < —2 e por cima da diagonal para

xe(=2,-1).

Assume-se que as fun¢es utilidade sdo ndo-decrescentes, isto é, u'(x) >0,
onde v/ (x) designa-se por utilidade marginal. Nestes casos, a utilidade marginal

€ ndo-negativa.
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Uma classe importante de decisores sdo os que tém aversao ao risco. Estes
tém utilidade marginal decrescente, ou seja, u”(x) < 0. Para explicar porque é

que estes decisores tém aversdo ao risco introduz-se o seguinte teorema.

Teorema 1.1.6 (Desigualdade de Jensen).

Se u(-) é uma fungdo convexa e Y é uma variavel aleatoria, entdo
E[u(Y)] = u(E[Y]),

e a igualdade é valida se, e so se, u(-) é linear no suporte de'Y ou no caso em
que VarlY] = 0.

Se u(-) é uma funcdo céncava e Y é uma variavel aleatcria, entdo
Elu(Y)] < u(E[Y]).

Nota 1.1.7. Uma funcdo f : R — R de classe €2 é convexa se, e s6 se, f"'(x) >
0.

Demonstracao
Seja u(-) uma fungdo convexa, ou seja, tal que u”(w) >0. Se E[Y]=pu
existe, considere a reta tangente a funcdo u(:) no ponto (u,u(w)), que se

denota por £ e cuja equacdo é dada por:
Uw) = u(p) +u'(p)(w—p).
Como u(-) é convexa, sabe-se que
u(w) = &(w) = u(p) +u'(u)(w—p), Yw.

Substituindo w pela variavel aleatéria Y e calculando os respetivos valores

esperados, obtém-se

Elu(Y)] = u(p) = u(E[Y]).
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Nota 1.1.8. No caso de u(-) ser céncava, basta repetir a demonstracdo an-

terior trocando u(-) por —u(-).

Corolario 1.1.9. Sejam u(-) uma funcdo de utilidade céncava, w o capital, P
o prémio num contrato de seguro e X uma variavel aleatéria que representa

um prejuizo, entdo:
u(w—P)=E[u(w—X)] < u(E[w — X]) = u(w —E[X]).

Como u(-) é crescente, conclui-se que w — P < w —E[X] e, assim, P >
E[X]. Logo, de acordo com este resultado, conclui-se que um decisor com
funcdo de utilidade céncava prefere pagar mais do que o valor esperado do
prejuizo. Este decisor &, portanto, adverso ao risco.

Suponha que um segurado com aversdo ao risco possui capital w e fungdo
de utilidade u(-). Assumindo que ele tem um seguro contra a perda X com
prémio P, a sua utilidade esperada vai aumentar se E[u(w — X)] < u(w — P).
Como u(-) € uma fungdo continua ndo-decrescente, a desigualdade anterior é

equivalente a P < P, onde P* representa o prémio maximo a ser pago.

Definicdo 1.1.10 (Prémio maximo).
O prémio maximo P que um segurado com funcdo de utilidade u(-) e
com capital w esta disposto a pagar num contrato de seguro contra um risco

X é solucdo da seguinte equacdo de equilibrio de utilidade:
E[u(w—X)] = u(w—PT). (1.1.5)

A interpretacdo da igualdade anterior é simples e resulta do seguinte facto.
O segurado pretende pagar um valor maximo P+ de tal modo que, o valor do
seu capital apés o pagamento do prémio maximo P, nomeadamente w — P™
tenha utilidade igual a utilidade esperada do seu capital menos o valor da perda
X.

Por outro lado, a seguradora com fungdo utilidade U(+) e capital W aceita

um contrato de seguro contra o risco X por um prémio P se

E[UW +P—X)]>UW). (1.1.6)
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Assim, P > P~, em que P~ representa o prémio minimo que a seguradora

pretende cobrar pelo contrato de seguro.

Definicdo 1.1.11 (Prémio minimo).
O prémio minimo P~ que uma seguradora com funcdo de utilidade U(+) e
com capital W pretende cobrar num contrato de sequro para cobrir um risco

X é solucdo da seguinte equacdo de equilibrio de utilidade:
UWwW)=E[UW+ P~ = X)]. (1.1.7)

A interpretacdo da igualdade anterior também é simples e resulta do se-
guinte facto. A seguradora ao aceitar o contrato, pretende que a utilidade do
seu capital W antes de fazer o contrato, no minimo, coincida com a utilidade
esperada do seu capital mais o valor do prémio P~ menos o valor da perda X.

E possivel chegar a um acordo que melhora a utilidade esperada para o
segurado e para a seguradora se PT > P~.

Do ponto de vista tedrico, as seguradoras sdo muitas vezes consideradas
neutras ao risco. Assim, para qualquer risco X, se ndo forem considerados

custos adicionais, um prémio E[X] é suficiente. Assim, teria-se
E[UW +E[X]—X)] =UW), (1.1.8)
para qualquer risco X.
Exemplo 1.1.12. (Aproximacio para PT)
Dada a funcdo de utilidade u(-), podemos aproximar o prémio maximo P+
para um risco X da seguinte forma.

Sejam E[X] = u e Var[X] = 0?. Usando os primeiros termos da expansdo

em série de Taylor de u(-) em torno de w — u, obtém-se

u(w = P)~ u(w —p)+ (k= PH)d (w—n), (1.1.9)

ulw—X) ~ u(w—u)+(u—X)u’(W—u)+%(M—X)Qu”(w—u). (1.1.10)
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Nota que, como apenas se sabe que a varidncia de X é finita, ndo tendo
qualquer outra informacdo acerca dos momentos de ordem superior de X, a
segunda expansdo em série de Taylor é feita até ao segundo termo. Caso tives-
semos mais informacdo sobre os momentos de ordem maior de X, poderiamos
obter outra aproximacdo para PT mais precisa do que esta.

Calculando o valor esperado em ambos os membros da tltima expressao e

lembrando que u = E[X], obtém-se
1
E[u(w —X)] ~ u(W—u)—l—Eazu”(W—u). (1.1.11)
Substituindo (1.1.5) em (1.1.11) e usando (1.1.9) resulta que

%GQUN(W—/J,)%(/_,I,—P+)LI,(W—LL). (1.1.12)

Entado, o prémio maximo Pt para um risco X é, aproximadamente, dado por

1 u"(w—pu)
+ - 252
PT~u 50 =) (1.1.13)

Definicdo 1.1.13 (Coeficiente de aversdo ao risco).

O coeficiente de aversdo ao risco da fungdo utilidade u(-) é definido por

U//(W)
u'(w)

r(w)=— (1.1.14)

Nota 1.1.14. Nota que como u(-) é uma fungdo crescente entdo u'(-) >0 e
para além disso, como para decisores com aversdo ao risco, u(-) é céncava,

ou seja, u"(-) <0, entdo r(-) é uma fungdo ndo negativa, ou seja, r(-) > 0.

Nota 1.1.15. Sendo assim, a aproximacao para o prémio P™ para um risco X

pode ser escrita na forma
+ 1 2
P zpd—&—ir(w—p,)a : (1.1.15)

O coeficiente de aversdo ao risco reflete o grau de aversdo ao risco: quanto
maior é o coeficiente de aversdo ao risco, maior é o prémio que um indiviuo

esta disposto a pagar.
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1.2 Classes de funcoes de utilidade

Existem as seguintes classes de funcdes de utilidade:

1. Utilidade linear: u(w) =w,

2. Utilidade quadratica: u(w)=—(a—w)?, w<a,

3. Utilidade logaritmica: u(w)=log(a+w), w> —a,
4. Utilidade exponencial: u(w) = —ae ™", a >0,

5. Utilidade de poténcia: u(w)=w¢ w>0,0<c<1.

Para a fungdo de utilidade quadratica estabelece-se que u(w) =0se w > a.
Estas funcdes de utilidade e as suas transformacdes lineares tém utilidade
marginal ndo-negativa e ndo-crescente. Antes de prosseguir vamos calcular a
utilidade marginal e o coeficiente de aversdo ao risco para cada uma dessas

classes de func¢des. A utilidade marginal é dada por:

1. Utilidade linear: o'(w) =1,

N

. Utilidade quadratica: v'(w) =2(a—w), w<a,

_1
a+w'’

3. Utilidade logaritmica: v'(w) = w > —a,

4. Utilidade exponencial: u/(w) =a?e %, a >0,

5. Utilidade de poténcia: /(w)=cw®!, w>0,0<c<1.
O coeficiente de aversido ao risco é dado por:

1. Utilidade linear: r(w) =0,

2. Utilidade quadratica: r(w) = —1—, w<a,

a—w'

_1
a+w'’

3. Utilidade logaritmica: r(w) = w > —a,
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4. Utilidade exponencial: r(w) =a, a >0,

5. Utilidade de poténcia: r(w) =1 w>0,0<c<1.

w

Note que o coeficiente de aversdo ao risco para a utilidade linear é O e para

a utilidade exponencial é a. Para as outras funcdes de utilidade, o coeficiente

de aversdo ao risco pode ser escrito da forma (y+Bw)~! para um dado 3 e

«. Para tal, note que no caso 2. basta tomar y=a e 3= —1, no caso 3.
1

basta tomar y=a e =1 e no caso 5. basta tomar y=0e = ;=¢.

Exemplo 1.2.1.

Suponha que um decisor com fungdo de utilidade quadratica pode escolher
entre dois montantes aleatérios X e Y em troca do seu capital w. Sabendo
que os riscos tém a mesma média, mostre que o decisor prefere X a 'Y se
Varl X] < VarlY].

Como o decisor prefere X a'Y, entdo E[u(X)] > E[u(Y')], que para a funcido

de utilidade quadratica é equivalente a
E[—(a—X)?] > E[-(a—Y)?].

Simplificando a desigualdade anterior tendo em conta que E[X] = E[Y] = w,
obtém-se

E[X?] < E[Y?],
que pode ser escrito em funcdo das varidncias:
Var[X] +u? < VarY] + u.
Daqui resulta que Var[X] < VarY].

Exemplo 1.2.2. (Prémio exponencial)

Suponha que uma seguradora tem funcdo de utilidade exponencial de pa-

rdmetro a. Qual é o prémio minimo P~ que é pedido para um risco X7
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Resolvendo a equagdo de equilibrio (1.1.7) com a funcdo de utilidade

U(x) = —ae ™, a >0, obtém-se

P = élog(mx(a)), (1.2.1)

onde mx(a) = E[e*X] é a funcdo geradora de momentos de X.

Observa-se que o prémio exponencial é independente do capital W da
seguradora, o que esta de acordo com o facto do coeficiente de aversdo ao
risco ser constante igual a a.

E qual é o prémio maximo Pt que um segurado esta disposto a pagar se
também tem funcdo de utilidade exponencial de pardmetro a?

Resolvendo a equacao de equilibrio (1.1.5) com fungdo de utilidade u(x) =

—ae”* a >0, obtém-se
1
Pt = alog(mx(a)). (1.2.2)

Logo, a expressdo para o prémio maximo Pt é igual a expressdo para o prémio
minimo P~, mas, neste iltimo caso, o representa o coeficiente de aversdo ao
risco do segurado.

Vai-se concretizar um pouco mais este exemplo. Suponha além disso, que
a perda X tem distribuicdo exponencial de parametro 3. Lembre que, neste
caso, E[X] = é e mx(a) = f% se a < (. Entdo, para B = 0.01 tem-se
E[X] =100. Se a funcdo de utilidade do segurado é exponencial de pardmetro

a = 0.005, entdo

1
Pt = 5 log(mx(a)) =200log <ﬁ€> =200log(2) ~ 138.6. (1.2.3)
Isto significa que o segurado esta disposto a pagar um valor mais elevado do
que o prémio liquido E[X]=100.

Da aproximagdo para o prémio maximo (1.1.15) resulta que
1
Pt ~E[X]+ §aVar[X] = 125. (1.2.4)

Note-se que esta aproximacdo é crescente com o, uma vez que a variancia é
sempre um nimero ndo negativo. Se Var[X]| =0, entdo X é constante e igual
a E[X], donde resulta que P* ~ E[X].



20

Teorema 1.2.3. O prémio exponencial P~ = élog(mx(a)) para um risco X

cresce com o coeficiente de aversdo ao risco .

Demonstracao
Para 0 < a < 7y seja v(x) = x®/7. Note que v(-) é uma funcio estritamente

concava. Pela desigualdade de Jensen, tem-se que
v(E[Y]) > E[v(Y)],
para Y variavel aleatéria. Seja Y = "X, Ora,
mx (7)™ = v(EY]) > E[v(Y)] = mx(),

donde resulta que
mx (a)? < mx(v)%.

Logo, para 7y > a, como log(:) é uma funcdo crescente, tem-se que

Ylog(mx(a)) < alog(mx())-
Daqui resulta que P~ (a) < P~(vy), como queriamos demonstrar. O

Exemplo 1.2.4. (Utilidade quadratica)

Suponha que para w <5 a fungdo utilidade do segurado é u(w) = 10w —
w?. Qual é o prémio Pt como funcdo de w, w € [0,5], para um contrato de
seguro contra uma perda de 1 u.m. com probabilidade %?

Comecamos por identificar o risco aleatorio que é dado por

A utilidade esperada apos a perda X é dada por

E[u(W—X)]:u(W—l)%—l—u(W)%:llW—%—W% (1.2.5)
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A utilidade depois de pagar um prémio P é dada por
u(w—P) =10(w — P) — (w — P)?. (1.2.6)

Pela equacdo de equilibrio (1.1.5), igualando as duas dltimas expressées,

obtém-se que o prémio maximo é solucdo da equacao

11
P2+(10—2w)P+w—5 =0.

Como w € [0,5] e o prémio tem que ser positivo, obtém-se a solugdo

2
P+:P+(W):\/<121_W> +%—(5—W). (1.2.7)

Por outro lado, uma conta simples mostra que

(w—4)
Vw=2)+7

Logo o prémio méaximo P+ cresce com o capital w.

> 0.

Exemplo 1.2.5. (Utilidade logaritmica)

Considere a fungdo de utilidade u(x) = Blogx, onde x >0 e 8>0. Su-
ponha que um individuo tem capital W e tem a possibilidade de investir em
acbes de n empresas. Depois de investir na empresa | o capital resultante sera
WX, onde X;, i=1,...,n, é um montante aleatorio. Mostre que a decisdo do
individuo é independente de W para a funcado de utilidade considerada.

O individuo prefere investir em acdes da empresa i do que da empresa j se
e so se

E[u(WX))] > E[u(WX))].

Aplicando as propriedades da funcdo logaritmo, vem que

E[u(WX)] = E[Glog(W X;)] = BE[log W] + BE[log X/],
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sendo a expressdo para E[u(WX;)] andloga a esta. Assim, conclui-se que o
individuo prefere investir em acdes da empresa | do que da empresa j se e s6

se

Ellog X;] > E[log X]],
que é independente de W.

Exemplo 1.2.6. (Risco ndo-seguravel)

Um decisor com funcao de utilidade exponencial com coeficiente de aversio
ao risco o> 0 quer fazer um seguro para um risco com distribuicdo Gama(n, 1).
Determine PT e prove que P+ > n.

Como a fungdo de utilidade é exponencial sabe-se que PT = Llog(mx ().
Como X tem distribuicdo Gama(n, 1), entdo mx(a)=(1—a) "se0<a<1.

Ent3do, conclui-se que

Pt —Zlog(l—a) se0<a<1
| x sea>1.

Note que, acima o valor de P obtido para o« > 1 é igual a oo, uma vez que
limg—1 P (a) =00 e PT(a) é uma fungcdo crescente com a.

Como log(1+x) < x para x > —1, x # 0, tem-se que log(l —a) < —a e,
assim, Pt > n=E[X]. Deste modo, o prémio P* & maior do que o prémio
liquido E[X]. Se a > 1, entdo PT = oco. Isto significa que o decisor esta
disposto a pagar um prémio de valor infinito.

Do ponto de vista da seguradora com fungcdo de utilidade exponencial e
com risco de aversdo a > 1, segurando o risco X também havera uma perda
em termos de utilidade, para qualquer prémio finito P, uma vez que neste caso
também se tem que P~ = Pt = co. Logo, para a sequradora, este risco ndo

é sequravel.

Nota 1.2.7 (Paradoxo de Allais (1953)).
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Considere os seguintes ganhos:

X = 1000000, p=1.
5000000, p=0.10
Y = {1000000, p=0.89
0 p=0.01.
[, _ J1000000, p=0.11
0, p=0.89.
5000000, p=0.10
W =

0, p=0.90.

Dada a possibilidade de escolher entre X e Y, observou-se que muitas pessoas

preferem X a'Y, mas ao mesmo tempo preferem W a V. Vejamos que este

resultado ndo esta de acordo com a hipotese de utilidade esperada.
Assume-se que o capital inicial €0. Entdo a dltima preferéncia corresponde

a E[uW)] > E[u(V)], o que é equivalente a
0.1u(5000000) +0.01u(0) > 0.111(1000000).

A primeira preferéncia corresponde a E[u(X)] > E[u(Y')], o que é equivalente

a
0.111(1000000) > 0.11(5000000) + 0.01u(0),

obtendo-se uma desigualdade oposta a anterior.
Este exemplo mostra que a utilidade esperada nem sempre descreve, ade-

quadamente, o comportamento dos decisores.

Exemplo 1.2.8.
Sejaa € (0,1). Suponha que uma seguradora aceita um contrato para um
risco X e que a sua funcdo de utilidade é dada por u(w) = w®. Depois de

receber o prémio a seguradora tem capital w.
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1. Calcule o coeficiente de aversdo ao risco e verifique que este decresce

com .

Conforme foi visto acima, o coeficiente de aversdo ao risco é dado por

r(w)= 1_70‘ Logo, considerando o capital w fixo e vendo r como fungdo
_ _l . . L L.

de a, tem-se que dyr(a) = - <0, pois o capital é sempre positivo.

Daqui conclui-se que a funcdo r é decrescente com .

. Determine o prémio maximo P' que a sequradora esta disposta a pagar

a uma resseguradora para que esta se encarregue do risco completo X,
sabendo que w = 112.5, X = bBernoulli(p) com E[X] =75 e Var[X] =
25.

Primeiro identifica-se o risco X como sendo a varidvel aleatoéria que

satisfaz

b, p
0, 1—p.

Uma conta simples mostra que E[X] = bp e Var[X] = b’p(1—p). Da
informacdo acima tem-se que b=T75/p e p satisfaz 75°(1 — p) = 25p,
ou seja, p= % eb= %. Sendo assim, o prémio maximo é solucdo da
seguinte equacado de utilidade

(w=b)*p+w*(1-p)=(w—P")*

. Nas condicbes do item anterior, determine uma aproximacdo para P e

verifique que Pt tende ao prémio liquido, quando ow — 1.

Pela expressdo para a aproximacdo de Pt tem-se que

1 (11— l—a
Pt ~754+-~" 2 025=754+_ =
+2(w—75) + 3

Fazendo o limite quando a — 1 obtém-se que P™ — 75 = E[X].
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4. Suponha agora que um decisor com fungao utilidade u(w), pode escolher
entre dois montantes aleatorios X e Y em troca do seu capital w, onde
X = aBernoulli(p) e Y =2aBernoulli(p/2). Mostre que o decisor prefere
sempre X a Y e determine para que valores de w ele deve rejeitar a oferta.

Comeca-se por identificar os montantes como as variaveis aleatorias

a,
X = P
0, 1-—p,
2a, 2
v p/
0, 1-—p/2.

O decisor prefere sempre X a'Y uma vez que a desigualdade seguinte é
sempre valida: E[u(X)] > E[u(Y)], pois E[u(X)] = a%*p e E[u(Y)] = (2a)*p/2
e a*p>(2a)*p/2 se, e s6 se, a > 1 o que é sempre verdade.

Por outro lado, o decisor rejeita a oferta se E[u(X)] > u(W). Resolvendo

essa desigualdade em ordem ao capital w obtém-se w < apt/e,

1.3 Resseguros stop-loss

Os chamados contratos de resseguro ndo cobrem um risco na sua totalidade,
para tal, usam-se os chamados resseguros (ou seguros) stop-loss, que cobrem

a parte superior do risco.

Definicao 1.3.1 (Resseguro stop-loss ou seguro stop-loss).
Seja X > 0 o valor associado a uma perda. Num contrato de resseguro
stop-loss (ou seguro stop-loss) com retencdo d > 0, o pagamento da indem-

nizacdo é dado por

X—d, seX>d

X—d)y =max{X—-d,0} =
( )+ { } {0, se X <d.

Num contrato de resseguro stop-loss com retencdo d, a seguradora paga

a retencdo d e a resseguradora paga o restante valor X —d. Analogamente,
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num contrato de seguro stop-loss, que é conhecido por contrato com franquia,
o segurado paga a franquia d e a seguradora paga o restante valor X —d.
Assim, o prejuizo para a seguradora num contrato de resseguro stop-loss,

ou para o segurado num contrato de seguro com franquia, é

d, seX>d

X—(X—d)y =
( )+ {X,%ng

E simples fazer uma interpretacdo do prezuizo X — (X —d)+. No caso do
contrato com franquia, se o valor da indemnizacdo X é igual ou inferior a d,
entdo o segurado tem que pagar o valor total da indemnizacdo que coincide
com X, isto porque o valor da indemnizacdo é inferior ao valor da franquia.
Caso o valor da indemnizacdo X seja superior a d, entdo a seguradora paga o

valor X —d e o segurado paga o valor da franquia d.

Definicdo 1.3.2 (Prémio stop-loss).
Num contrato stop-loss, o prémio stop-loss € o prémio liquido E[(X —d)+],

escrevendo-se mx(d) := E[(X — d)4].

Teorema 1.3.3. Considere o prémio stop-loss mx(d). Tanto no caso discreto,
em que X é uma v.a. discreta, ou seja, em que Fx(-) é uma funcdo constante
por pedacos com salto igual a fx(x) no ponto x, assim como no caso em que
X é uma v.a. absolutamente continua, ou seja, em que Fx(-) é continua e

tem fx(x) # 0 como sua derivada, o prémio stop-loss é dado por

Fro(x — d)fx () N
mx(d) = ::/Q [1—Fx()ldx.  (1.3.1)
J57 (x — d) fx (x)dx

Demonstracao

A seguinte figura ilustra a igualdade Z (x —d)fx(x) :/ [1— Fx(x)]dx
x>d d
para o caso discreto.

A area da regido cinzenta, limitada inferiormente pelo grafico de Fx(x), su-

periormente pela linha horizontal que passa em 1 e pela linha vertical que passa
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1 —
fx (x) { %

~ Area = (x — d)fx(x)

I
0 d X

Figura 1.1: Deducdo grafica de (1.3.1) para uma fungdo de distribuicdo dis-

creta.

em d, pode ser dividida em retangulos de altura fx(x) e comprimento x —d.

Dessa forma, a area pode ser calculada a partir da expressao Z (x —d)fx(x).
x>d

o0
Por outro lado, sabe-se que area total da regido cinzenta é igual a / [1— Fx(x)] dx.
d
Para provar a igualdade no caso continuo reescreve-se x — d na forma

X
/ 1dy e usa-se o Teorema de Fubini, obtendo-se
d

/doo(x—d)fx(x)dx _ /d°° (/:my) fx(x)dX—/:o/yoofX(x)dxdy
= /doo[l—/—_x(x)]dx.

O
A fungdo mx(d) = E[(X —d)+], chamada transformada stop-loss de X,

satisfaz as seguintes propriedades:

1. mx(d) é uma fungdo continua, convexa que é estritamente decrescente
com d se Fx(d) < 1;

2. se Fx(d)=1, entdo mx(d) =0;

3. lim mx(d) =0;
d—o0
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4. se X é ndo-negativo, entdo mx(0) =E[X] e, para d <0, mx(d) decresce

linearmente com declive igual a —1.

Vai-se verificar estas propriedades. Pela definicdo de mx(-), dada como o
integral de uma funcdo continua a direita, resulta que é continua. Por outro
lado, é uma funcdo convexa por definicdo de mx(-). Para tal, sejam d < de

a € (0,1). Quer-se provar que
amx(d)+(1—a)mx(d) > mx(d),
onde d* =ad+(1—a)d. Ora,
amx (d)+(1 - a)x(d)

_ a/doo[l— FX(X)]dx+(1—a)/;o[l—FX(x)] dx

d* 00
—a [1—FX(X)]dx+a/ [1— Fxx(x)]dx
d d* 3
00 d
—|—(1—a)/d* [1—FX(X)]dx—(l—a)/d*[l—FX(x)]dx

d* d
— a/d [1— Fx ()] dx— (1 —a)/d [1— Fx ()] dx + mx(d*).
Note que como a € (0,1), Fx(-) é ndo-decrescente e Fx(-) € [0,1], tem-se

que

d*
a/ [1— Fx ()] dx > a(d* — d)[1 — Fx (d")],
d

(1- a)/(:[l — Fx(x)]dx < (1 —a)(d—d*)[1 - Fx(d")],
donde resulta que
amx (d)+(1 - a)mx(d)
> o(d” = d)[1— Fx(d")] = (1 —a)(d — d")[1 - Fx(d")] + mx(d")
> mx(d").
Para se verificar que mx(d) é estritamente decrescente, tomemos d < d.

Entao,

(@)= [T FeClox= [ - Al dxt [0 Flax s mx(d),
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exceto se Fx(d) =1, pois nesse caso Fx(x) =1, para todo x > d, donde
resulta que mx(d) = mx(d) = 0. Pela definicdo de mx(-) é facil ver que
limg—oo Tx(d) =0. Se X é ndo-negativo, entdo mx(0) =E[(X)+] =E[X]. Por
outro lado, se d <0 entdo X —d >0, e por isso mx(d) =E[X —d] =E[X]—d,
que decresce linearmente com d com 4 (d) = —1.

O préximo resultado diz que um seguro stop-loss minimiza a variancia do

risco retido.

Teorema 1.3.4 (Otimalidade de resseguros stop-loss).

Seja 1(X) o pagamento para uma indemnizacdo num contrato de resse-
guro, em que X >0, representa a perda. Suponha que 0 < [(x) < x para todo
x > 0. Entao,

E[/(X)] = E[(X — d)4] = Var[X — [(X)] > Var[X — (X — d)4]. (1.3.2)

Demonstracao

Como 0 < /(x) < x tem-se que 0 < E[/(X)] < E[X]=mx(0). Como X >
0, mx(-) é decrescente e limy_o Tx(d) =0, entdo existe um valor para a
retencdo d > 0 tal que E[/(X)] =7x(d) =E[(X —d)+]. Sejam

V(X)=X—1(X) e W(X)=X—(X—d);,
0s riscos retidos. Como
E[V(X)] = E[X] —E[/(X)] = E[X] —E[(X — d)+] = E]W(X)],
para terminar a prova basta mostrar (exercicio) que
E[{V(X) - d}?] = E{W(X) - d}?].

A desigualdade anterior é valida se |V/(X) —d| > [W(X) —d]|.

Se X > d, isto sempre se verifica porque W(X) = d, logo é sempre verdade
que |V(X)—d| > |W(X)—d|=0. Se X < d tem-se que W(X) = X, logo
W(X)—d <0, donde resulta que

VIX)—d=X—-I1(X)—d<X—d=W(X)—d. (1.3.3)
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O

O resultado deste teorema mostra que para contratos de resseguro em que

os valores esperados dos pagamentos de indemnizacdo para a resseguradora
sdo iguais, a variabilidade do valor que deve ser pago pela seguradora é minima

para contratos de resseguro stop-loss.

Exemplo 1.3.5. Suponha que o pagamento X correspondente a um contrato

de resseguro stop-loss tem a seguinte distribuicdo:

X 0 1 2 3 4 5
P(X=x) 01 005 03 03 015 0.1

Sabendo que o prémio stop-loss é mx(d) =1.325 e que 1 < d <2, qual é o
valor da retencdo d?
Como 1 < d < 2, entdo, pela definicdo do prémio stop-loss obtém-se
mx(d) =E[(X—d)4] = Y (x—d)fx(x) =2.6—0.85d
x>1

e igualando esta expressdo a 1.325, determina-se o valor d = 1.5.

1.4 Exercicios

1. Suponha que um decisor com fun¢do utilidade u(x) = /x, x >0, pode
escolher entre dois montantes aleatoérios X e Y em troca do seu capital
w. As distribuicdes de probabilidades de X e de Y sdo dadas por P[X =
400] =P[X =900] =0.5 e P[Y =100] = 1 —P[Y = 1600] = 0.6.

(a) Mostre que o decisor prefere X a Y.

(b) Determine para que valores de w ele deve rejeitar a oferta.

2. Um seguradora aceita um contrato para um risco X. Depois de receber
o prémio, a seguradora possui capital w = 100.

Qual é o prémio maximo P que a seguradora estd disposta a pagar
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a uma resseguradora para que esta se encarregue do risco completo,
supondo que a sua funcdo utilidade é u(w) =log(w) e P[X =0] =P[X =
36] =0.57

Determine também uma aproximacdo para P™T.

. Suponha que o prémio minimo da resseguradora, para que esta se encar-
regue do risco do exercicio anterior, € 19 e que a resseguradora também
tem a fungdo utilidade u(w) =log(w) e P[X =0] =P[X =36] =0.5.

Determine o capital w da empresa de resseguro.

. Um decisor tem funcdo utilidade u(w) = /w e possui capital w = 10.
Qual é o montante maximo que este decisor podera pagar para ter co-

bertura face a um prejuizo aleatério X, sabendo que X ~U(0, 10)7

. Considere as seguintes funcdes utilidade:

(a) utilidade linear;

(b) utilidade quadratica;

(c) utilidade logaritmica;

(d) utilidade exponencial;

(e) utilidade de poténcia.

Mostre que estas funcbes tém utilidade marginal ndo-negativa e ndo-
crescente.

Mostre que o coeficiente de aversdo ao risco destas funcdes utilidade

pode ser escrito da forma r(w) = (y+Bw)~L.

. Suponha que um segurado com funcao utilidade exponencial de pardme-
tro o quer fazer um seguro contra um risco X. Mostre que a expressao

para o prémio maximo PT & igual a expressdo de P~, dada por (1.2.1).
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Usando a funcao utilidade exponencial com a = 0.001, determine qual

dos dois prémios tem valor mais elevado:

(a) o prémio para X ~ N(400,25000);
(b) o prémio para X ~ N(420,20000).

Determine para que valores de o o prémio em a) € mais elevado.

Mostre que a aproximacio para o prémio maximo Pt ~ u+ %r(w—u)a2

é exata se X ~ N(u,02) e se u(.) & exponencial.

. Mostre que P~ > E[X] para decisores com aversdo ao risco.

Verifique que P*[2X] < 2P*[X] quando w =0, X ~Bernoulli(1/2) e

2x
u(x) = ?1x>73/4 +(2x+ 1)1 1374+ (BXx+2)Lec1.

Mostre que, para a utilidade quadratica, o coeficiente de aversdo ao risco

aumenta com o capital.

Mostre que o prémio minimo P~ para a utilidade exponencial, decresce

para o prémio liquido se o coeficiente de aversdo tende a zero.

Que classe de funcdes de utilidade tem coeficiente de aversdo ao risco

//( ) -
WuL/I(WM)/ =p?

relativo constante, i.e. —

Mostre que para um prémio exponencial se tem P~[2X] > 2P~ [X].

Um individuo enfrenta um risco aleatério X de distribuicdo Uniforme(0,200).

O individuo pode fazer um seguro stop-loss de retencdo d = 100 con-
tra este risco. Nesse caso ele terd que pagar Y = min(X,100). Sa-

bendo que o individuo toma as decisdes baseando-se na funcio utlilidade
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u(x) =x2/5 ¢ que possui o capital de 300 (u.m.), estaré ele preparado

para pagar o valor de 80 (u.m.) para o contrato de seguro stop-loss?
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Capitulo 2

Modelo de risco individual

2.1 Distribuicoes mistas e riscos

Em estatistica, as variaveis aleatérias sdo quase sempre ou discretas ou con-
tinuas, mas no calculo atuarial estas ndo sdao adequadas para modelar riscos.
Muitas func¢des de distribuicdo usadas para modelar pagamentos em contratos
de seguros tém, por um lado, partes continuas, mas por outro lado, alguns
saltos.

Seja Z o pagamento num contrato de seguro. Entdo existem trés possibi-
lidades:

1. O contrato é livre de indemnizacdo, ou seja, Z =0.

2. O contrato gera uma indemnizacdo que é mais elevada do que a soma

maxima assegurada M, ou seja, Z = M.

3. O contrato gera uma indemnizagdo “normal”, assim, 0 < Z < M.

A funcdo de distribuicdo de Z tem saltos nos pontos 0 e M e para os
valores entre 0 e M é conveniente usar uma funcdo de distribuicdo continua.
Assim, obtém-se uma funcdo de distribuicdo que nem é puramente discreta,

nem puramente continua.

35
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O seguinte modelo de dois estados permite construir uma variavel aleatéria
com func¢do de distribuicdo que € uma mistura de uma distribuicdo discreta e
de uma distribuicdo absolutamente continua.

Seja | uma variavel aleatédria indicadora de um certo evento A, ou seja,
uma variavel aleatéria que toma apenas os valores /| =1 ou / =0, onde [ =1
indica que ocorreu o evento A. Suponha que a probabilidade de ocorrer este
evento € q=P(/=1),0<¢g<1. Sel=1, o pedido de indemnizagdo Z é

obtido através da distribuicdo de X, se | =0, através da distribuicdo de Y
Z=I1X+(1-1Y.

Se | =1, entdo Z pode ser substituido por X, se / =0, por Y. Podemos
considerar que X e Y sdo variaveis aleatorias independentes e, além disso, sdo
independentes de /, porque, por exemplo, dado / =0 o valor de X é irrelevante,
so as distribuigdes condicionais de X|/ =1 e de Y|/ =0 s&o relevantes.

A funcdo de distribuicdo de Z pode ser escrita da forma
Fz(z)=P(Z<2)
=P(Z<zI=1)+P(Z<z[1=0)
=P(X<zI=1)+P(Y <z I[1=0)
=P(X<z|I=1)P(I=1)4+P(Y <z|l=0)P(/ =0)
=gP(X<2)+(1-q)P(Y < 2).
Note que na primeira igualdade acima usou-se a definicdo de funcdo de distri-
buicdo, na segunda igualdade usou-se a discretizacdo da variavel aleatéria / nos
dois possiveis valores que toma / =1 ou / =0, na terceira igualdade usou-se
a expressao para Z e na quarta igualdade usou-se a definicdo de probabilidade
condicional e, finalmente, na quinta igualdade usou-se a independéncia de X
e de Y em relagdo a /.

Agora, sejam X uma varidvel aleatéria discreta e Y uma varidvel aleatéria

absolutamente continua, entdo

Fz(2) = Fz(z7) = qP(X = 2)
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d
F2(2) =(1=q) P(Y <2) = (1= )f (2).
A notacdo F(z7) (resp. F(z1)) é usada para representar o limite a esquerda
(resp. a direita): F(z%) :llimOF(zih).
_>
Tem-se F(zT) = F(z), porque as funcdes de distribuicio sdo continuas a

direita.

Para calcular os momentos de Z, a funcdo geradora de momentos E[e??]

e 0 prémio stop-loss E[(Z — d)+] & preciso calcular a esperanga matematica de

funcdes de Z. Para isso usa-se a férmula iterativa de esperancas condicionais
E[W] =E[E[WI[V]].

onde W e V sdo variaveis aleatorias quaisquer.
Aplicando esta formula, substituindo W por g(Z), em que g(-) € uma

funcdo apropriada, e V por /, obtém-se

El9(2)) = EEl9(Z) 1]
— GEl9(Z)l1 = 1)+ (1~ Q)Elg(2)}/ =]
= GElg0OI! =11+ (1 - E[g(¥V)]/ 0]
— GE[9()]+ (1~ )Elg(V)]
= gLo@PX=2)+(1-a) [~ o) (2)dz

= Yo(IFe(2) - F2( N+ [ a(2)Fs(2)z.

Definicdo 2.1.1. (Integral de Riemann-Stieltjes)

O integral de Riemann-Stieltjes para distribuicbes mistas, é definido por

El9(2)] = [ o(2)dF(2)

onde F é uma funcdo de distribuicdo, o diferencial dF (z) = F(z) — F(z—dz)
representa a probabilidade de z, isto é o tamanho do salto em z, se este

existir; ou F'(z)dz, se ndo existir salto em z.
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Definicdo 2.1.2. (Variaveis aleatcrias e distribuicbes mistas)
Uma fungdo de distribuicdo mista absolutamente continua/discreta F7(z) =

P(Z < z) surge quando se considera uma mistura de variaveis aleatorias
Z=I1X+(1-1)Y, (2.1.1)

em que X é uma variavel aleatoria discreta, Y é uma variavel aleatdria absolu-
tamente continua e | uma variavel aleatoria com distribuicdo de Bernoulli(q)
e que é independente de X e de Y.

A funcdo de distribuicdo de Z é uma mistura das funcdes de distribuicdo
de X e deY, pois

Fz(z) = aFx(z2)+(1—q)Fv(2).
Para a esperanca de fungdes g(-) de Z tem-se

Elg(2)] = ¢E[g(X)] + (1 - q)E[g(Y)].

Exemplo 2.1.3. (Seguro contra roubo de bicicletas)

Considere uma apolice contra o furto de bicicletas, em que é pago o valor
b se a bicicleta for roubada. O ntamero de pagamentos é 0 ou 1 e o montante
do pagamento b é conhecido desde o inicio. Suponha que a probabilidade do
furto é g € (0,1) e seja X = b o valor do pagamento da indemnizacdo, onde |
¢ a variavel aleatoria com distribuicdo de Bernoulli(q), onde | =1 se a bicicleta
for roubada e | =0 caso contrario. Para fazer um paralelismo com o que se
viu atras, note que X pode ser escrita na forma X =1b=1b+(1—1)0, ou seja
X é uma variavel aleatcria escrita como em (2.1.1), sendo que uma variavel é
nula.

A distribuicdo e os momentos de X podem ser obtidos a partir de |:
P(X=b)=P(I=1)=q,
P(X=0)=P(/=0)=1—q,

E[X] = bE[/] = bq,
VarlX] = b*>Varl] = b%>q(1 - q).
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Suponha agora que s6 é pago metade do montante da indeminizacdo, no
caso da bicicleta ndo ter estado com o cadeado no momento do roubo. Entao,
neste caso, X = 1B, mas B ndo é constante como acima (igual a b), mas
B representa um pagamento aleatorio. Assumindo que a probabilidade dos
pedidos de indemnizacdo X =400 e X =200 é 0.05 e 0.15, respetivamente,

obtém-se

P(/ =1,B = 400) = P(X = 400) = 0.05

P(/ =1, B =200) = P(X = 200) = 0.15
Assim, P(I=1)=P(/ =1,B=400)+P(/ =1,B=200) =0.2 e, consequen-
temente, P(/ =0) =0.8. Ora,

P(B=400,/=1)
P(I=1) B

P(B=400|/ =1) = 0.25,

que representa a probabilidade condicional da bicicleta ter estado com o ca-

deado, dado o facto desta ter sido roubada.

Exemplo 2.1.4. (Indemnizacdo exponencial)

Suponha que um risco X tem a seguinte distribuicdo
1. P(X=0)=3;

2. P(X € [x,x+dx)) = 38e P*dx para B =0.1, x > 0.

Vai-se comecar por calcular o valor esperado de X. Note que a variavel
aleatoria X ndo é continua, porque a fungdo de distribuicdo tem um salto em
0, mas também ndo é discreta, porque a derivada P(x < X < x+dx)/dx é
positiva para x > 0.

Podemos calcular E[X] usando o integral de Riemann-Stieltjes. Entdo

0o oo
ElX] = /_oox dFx(x) = 0P(X = 0) +/O X Fl(x)dx

1 (o¢]
= f/ xBe P*dx = 5.
2 Jo
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Agora, pretende-se saber qual é o prémio méaximo Pt para X, que um individuo
com fungao de utilidade exponencial com coeficiente de aversdo ao risco a =
0.01 esta disposto a pagar.

Se a funcdo de utilidade do segurado é exponencial com pardmetro o =

0.01, entdo o prémio maximo P toma o valor:

Y = log(mx(a)

1 1 oo
= Zlog (eOP(X =0)+= / eaxzae—ﬁde)
a 2 Jo

Exemplo 2.1.5. (Apdlice com cobertura maxima)

Considere uma apdlice de seguro contra uma perda S. Pretende-se de-
terminar a funcdo de distribuicdo do pagamento X desta apdlice, quando ha
uma deducdo de 100 u.m. e um pagamento maximo no valor de 1000 u.m.
Para ser mais preciso, se S <100 entdo X =0 ese S > 1100 entdo X = 1000,
caso contrario X =S —100. A probabilidade de uma perda "positiva", ou seja,
S5 > 100, €0.10 e a probabilidade de uma perda grande, ou seja S > 1100, é
0.02. Dado S € (100,1100), suponha que S tem distribuicdo uniforme.

Novamente, escrevemos X = IB, onde | representa o nimero de paga-

mentos (0 ou 1) e B representa o montante pago. Assim,

P(X = 1000
P(B:1000|l:1):(01)20.2
P(X d
P(B € (x.x+dx)|/ = 1) = "L 6(5’1” X)) _cdx, se xe(0,1000).

Note que a igualdade anterior resulta do facto de que S tem distribuicdo
uniforme em (100,1100) e X =S —100.

Integrando a expressdo anterior obtém-se ¢ = 0.0008. Para tal, note que
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a variavel aleatoria X toma os valores 0 e 1000 com probabilidade:

P(X=0)=P(5<100)=1—-P(5>100)=1-0.1=0.9
P(X =1000) = P(S > 1100) = 0.02,

respetivamente, e no intervalo (0,1000) tem distribuicdo uniforme. Logo
1000
/ 0.1 x cdx +P(X = 0) +P(X = 1000) = 1.
0

Ou seja,
100c=1-0.9-0.02=0.08,

donde resulta que ¢ = 0.0008.
Logo, a distribuicdo condicional de B dado | =1 ndo é discreta nem con-
tinua.

Vai-se agora calcular a fungdo de distribuicdo de X. Ora,
Fx(x)=P(X <x)=P(/IB <x)
=P(IB<x|I=0)P(/=0)+P(/IB<x|I=1)P(I =1).
Logo:
0x0.94+0x0.1=0, x<0

Fx(x)=<¢ 1x0.94cxx0.1, x € [0,1000) .
1x09+1x0.1=1, x>1000

A diferencial é

0.9, x=0

dFx(x) = 0.1x cdx, xe€(0,1000)
0.02, x =1000
0, caso contrario

A variancia de riscos da forma X = /| B pode ser calculada através da distri-
buicdo condicional de B dado / usando a regra de decomposicdo da variancia,

conhecida por férmula da decomposi¢cdo da varidncia

Var[W] = Var[E[W/|V]] + E[Var[W/|V]].
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Sejam q=P(/ =1), u=E[B] e 02 = Var[B]. Tem-se
E[X|/ =1]=E[B|l =1] =E[B] =4,

E[X|/ = 0] = E[0]/ = 0] = 0,

logo E[X|/ =i] =i, i=0,1, e, analogamente, Var[X|/ = i] = 0. Para tal,

se | =1, note que,
Var[X|l =1]=E[X?|I = 1] - (E[X|I =1])?> =E[B?|I = 1] - (E[B|/ = 1])?> = Var[B] = ¢°.
Assim, tem-se

E[X|/] = w!
Var[X|] = o2I.

Daqui resulta:

E[X] = E[EX|/]]=E[u/]=ng
Var[X] = Var[E[X|/]] +E[Var[X|/]] = Var[u/] +E[0?]]

= w2q(l—q)+0°q.

2.2 Convolucdo

No modelo de risco individual pretende-se saber qual é a distribuicdo de S, ou

seja, do valor total das indemnizacdes de um nimero de apodlices, com
S=X1+Xo+ - +Xn,

onde X;, i=1,2,...,n, representa o pagamento associado a /-ésimo contrato.
Assume-se que os riscos X, sdo variaveis aleatorias independentes.
Vai-se calcular a funcdo de distribuicdo de X +Y a partir da funcdo de

distribuicao das variaveis aleatérias X e Y, que se assumem independentes, da
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seguinte forma:
Fxiy(s) = P(X+Y§s)=/_O:OP(X+YSS\X=X>dFX<X)

- [ip(ygs—X|XzX)de(X)

_ /::P(Ygs—x)dFX(X)

_ /_o:oFy(s—x)dFX(x)zi Fx % Fy(s).

Definicao 2.2.1. (Convolugcdo)
A convolugdo Fx x Fy(-) das funcées de distribuicdo Fx(-) e Fy(+) é defi-
nida por
Fy * Fy(s) :/ Fy (s —x)dFx (x).
Se X e Y sdo variaveis aleatdrias absolutamente continuas entdo
Fx # Fy(s) :/ Fy (s —x) i (x)dx,

e derivando em ordem a s, obtemos a densidade

fx *fy(s) = /Oo (s — x)fx (x)dx.
—00
Para o caso em que X eY sdo variaveis aleatorias discretas, tem-se
Fx*Fy(s) = ZFy(S —X)fx(x), fx *fy(s) = ny(s —x)fx(x).
X X
A operacdo convolucdo * tem as seguintes propriedades:
1. é comutativa, Fx*F~ = Fy % Fx, pois X+Y =Y + X;

2. é associativa, (Fx*xFy)*xFz = Fx*(Fy *xFz) = Fx x Fy % Fz, pois para
calcular a funcdo de distribuicdo de X +Y 4+ Z, ndo interessa a ordem

em que fazemos a convolucdo.

A funcdo de distribuicdo da soma de n varidveis aleatédrias independentes

e identicamente distribuidas em que cada uma tem funcdo de distribuicdo F
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€ a funcdo de distribuicdo que corresponde a convolucdo das n funcdes de

distribuicdo F e que se escreve da forma
FxFs---xF=F"

Exemplo 2.2.2. (Convolugdo de duas funcées de distribuicdo Uniforme)
Suponha que X ~U(0,1) e Y ~U(0,2) sdo independentes. vai-se deter-
minar a funcdo de distribuicdo de S =X +Y.
Como X tem distribuicdo uniforme em (0,1), entdo X tem distribui-
¢do absolutamente continua com fun¢do densidade de probabilidade fx(x) =

1(OY1)(X). Logo, a funcdo de distribuicdo de X, que por definicdo é dada por

Fx() = [ Aoy

pode ser escrita da forma

Fx(x) = x1j0.1)(x) + 1[1 400)(X).

Como Y é absolutamente continua com fungdo densidade de probabilidade

dada por
7 ()= 31020,
tem-se que
400
Fs(s)= | Fx(s=y)dF(y)

oo
= [ ARy

Pela expressdo de fy tem-se que

Fots) =1 [ Fxts -y

Fazendo uma mudanca de variavel s —y = z, obtém-se

1 S
Fs(s) = 5/, Fx(z)dz.

s—
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Uma vez que a funcdo de distribuicdo de X esta definida por ramos, tem-se que
considerar os seguintes casos s € [0,1), s € [1,2) e s € [2,3). Vai-se comegar

por s €[0,1). Neste caso s—2 <0, logo

Fo(s) = ;/5_2 Fx(2)dz = ;/O Fx(2)dz, (22.1)

pois quando x < 0, Fx(x) =0. Agora, como s € [0,1), tem-se que Fx(z) = z,

donde resulta que

1S 2
FS(S):E/O Zdz:%.

Considere agora s € [1,2). Neste caso também se tem que s—2 < 0, logo

(2.2.1) também é valida. Mas neste caso s € [1,2), logo
1 /1 1 /s
Fs(s)}/ FX(z)dz+—/ Fx(z)dz

2/ zdz+ = /1dz

25—
4

Finalmente, se s € [2,3), tem-se que s—2 € (0,1). Logo,

Fo(s) = 1/5 Fx(2)dz

/ Fx(z)dz+ = /FX

5 L ZdZ—|— /1dz

—s? +65—
2 :

Se s >3, tem-se que Fs(s)=1. Resumindo,

Fs(s) = /OS Fx(s—y)dFy(y)

s2 25 1 —s24+65—5
10,1)(s)+ 1;, 2)(5)+T

4
+1[3,400)(S)-

1p,3)(s)
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Exemplo 2.2.3. (Convolugcdo de distribuicées discretas)

Sejam fi(x) =331 parax=0,1,2, h(x) =3, parax=0,2 e f3(x) =
1
Z
fi+o e a convolugdo de f1,f, e f3 por fiyoy3. Para calcular Fi41o13 € preciso

%% para x = 0,2,4. Passemos a representar a convolugcdo de f; e f» por

efetuar os calculos indicados na seguinte tabela.

x f(x) * h(x) = flx) * B(x) = fAyogs(x) = Fryoys(x)
0 1/4 1/2 1/8 1/4 1/32 1/32
1 1/2 0 2/8 0 2/32 3/32
> 1/4 1/2 2/8 1/2 4/32 7/32
3 0 0 2/8 0 6/32 13/32
4 0 0 1/8 1/4 6/32 19/32
5 0 0 0 0 6/32 25,32
6 0 0 0 0 4/32 29/32
70 0 0 0 2/32 31/32
8 0 0 0 0 1/32 32/32

Vai-se calcular algumas entradas desta tabela, deixando as restantes a
cargo do leitor. Comeca-se por calcular fi4+2(0). Por definicdo de convolugdo

de variaveis aleatorias discretas, tem-se que
f142(0) = Y H(—x)fA(x).
X

Se x>0, entdo f,(—x) =0. Por outro lado, se x <0, entdo fi(x) =0. Logo,
tem-se que
1
fia(0) = L A(=X)A(x) = £0)A(0) = -

Agora, calcula-se fi12(1). Ora,

fia(1) = LA X)A() = OAM) = 5 5= 7.
Analogamente,
11 11 1
fi2(2) = L2 x)A() = HAO) +BO)AL) =5 3 +5 5= -
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Exemplo 2.2.4. (Convolugdo de distribuicdes de Poisson)
Sejam X ~ Poisson(\) eY ~ Poisson() variaveis aleatorias independentes.

Entado, obtém-se paras=20,1,2,...,

Y (s —x)fx(x)
x=0
—u=X s
= e :l Z (S> /-LS_X>\X

x=0 \X

x4y (s)

o~ A1)
sl

Logo, X +Y tem distribuicdo Poisson(A+ ).

2.3 Transformadas

A distribuicdo da soma de varidveis aleatérias independentes também pode
ser determinada usando transformadas da funcdo de distribuicdo, como por

exemplo, a funcdo geradora de momentos.

Definicdo 2.3.1. (Funcdo geradora de momentos)
Para uma variavel aleatoria ndo negativa X a funcdo geradora de momentos

mx : (—oo, h) — R é definida da forma

mx(t) =E[e'X], —oo < t < h
para algum h. Como a funcdo geradora de momentos vai ser usada principal-
mente num intervalo em torno de 0, exige-se que h > 0.

Nota 2.3.2. Unicidade: Se a fungdo geradora de momentos de uma variavel
aleatoria X existir, entdo a fungdo geradora de momentos é (nica (duas va-
ridveis aleatérias com funcdes distribuicdo diferentes ndo podem ter a mesma

funcdo geradora de momentos).

Teorema 2.3.3. Seja S=X;+---+X,, onde X1, ..., X, sdo varidveis aleato-

rias independentes, entao

ms(t) = T mx, (1),
k=1
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se todas as funcdes geradoras de momentos de X1,---, X, existem.

Demonstracao
n n n
ms(t) _ E[GSt] _ E[e(X1+~--+Xn)t] —E H etXk | = H E[eth] — H mxk(f)-
k=1 k=1 k=1

O
A funcdo geradora de momentos pode ser usada para calcular os momentos

de uma variavel aleatéria X. Usando a expansdo em série de Taylor de e*

obtém-se : k] .
X E[X*]|t
mx(t) =E[e] = kz,o 7

e o0 momento de ordem k de X é dado por

K d*
E[X"] = d?mx(t)h:o-

Para variaveis aleatdérias com cauda pesada, como por exemplo a distri-
buicdo de Pareto, a funcdo geradora de momentos ndo existe, mas a funcdo

caracteristica existe sempre.

Definicdo 2.3.4. (Funcdo caracteristica)
A funcdo caracteristica de uma variavel aleatoria X, ¢x : R — C é definida
por
¢x (t) = E[e™X] = E[cos(tX)] + iE[sin(tX)], —co < t < 0.

Definicao 2.3.5. (Fungdo geradora de probabilidades)
A funcdo geradora de probabilidades é usada para variaveis aleatorias X

que tomam valores no conjunto dos nimeros naturais e é definida por
(0.]
gx(t) =E[t¥] = ¥ t*P(X = k).
k=0

As probabilidades P(X = k) sdo os coeficientes na expansdo em série da

funcdo geradora de probabilidades. A série converge se [t| < 1.
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Definicdo 2.3.6. (Funcdo geradora de cumulantes)

A funcdo geradora de cumulantes é definida por
kx(t) =log(mx(t)).

A funcdo geradora de cumulantes é Gtil para calcular, por exemplo, o ter-
ceiro momento central.

Calculando as derivadas de primeira, segunda e terceira ordem de kx(t) e
tomando t =0, conclui-se que os coeficientes de f(—k, para k=1,2,3 sdo E[X],
Var[X] e E[(X —E[X])?], respetivamente.

Para tal, note que

d

T wx (0] _ = S1og(mx(1)

_ %mx(t) B E[XetX]

t=0  mx(t) lt=0  E[etX] )tzo = EIX].

d? _d [(E[Xe¥] _ E[X2e™]E[e™] — (E[Xe™X])?
dﬂ“xuwto_dt<ekwq>)to_ (E[etX])2 Lﬂ

=E[X?] - (E[X])* = Var[X],

Hﬁ“xuﬂho_dt (E[etX])2
= E[X3] - 3E[X?|E[X] + 2(E[X])® = E[(X —E[X])].

d3 _d<E[X2etX]E[etX]—(E[Xetx])2>‘
t=0

As quantidades obtidas acima chamam-se cumulantes de X e sdo repre-
sentados por ki, k=1,2,....

Um processo alternativo para calcular os cumulantes é o seguinte. Seja
ux = E[X¥] e sejam O(t¥) os “termos de ordem k ou de ordem superior a k".
Entdo,

1 1
mx(t) =1+ pat+ Spot® + —ust® +O(t)
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e usando log(1+z) =z — 322+ 123+ O(z*) obtém-se

1 1
log (mx(t)) =log <1 it Spot?+ 6u3t3+0(t4)>

1 1
=pt+ Spat® + cpst’ +O(t")

1
-5 (212 + papat® + O(th)]

+% (p3it? +0(t")] +0(t")

1 1
=p1t+ 5(#2 —pt? + 6(#3 —3p1pz +2u3) 2 +O(t%)
1 1
:E[X]H—Var[X]Etz +E[(X — E[X])3]6t3 +0(t%).

Definicdo 2.3.7. (Coeficiente de assimetria)
A assimetria de uma variavel aleatoria X é definida pelo coeficiente de
assimetria
7= 5 BT
o o
onde E[X] = e 0 = Var[X].

Se vx > 0 & provavel que surjam valores elevados de X — u, entdo a cauda
direita da funcdo de distribuicdo é pesada. Se yx < 0, entdo a cauda esquerda
é pesada. Se X é simétrica, entdo yx = 0. O reciproco é falso!

A funcdo geradora de cumulantes, a funcdo caracteristica e a funcio ge-

radora de momentos satisfazem as seqguintes relacdes:

kx(t) = logmx(t),
ax(t) = mx(log(t)),
dx(t) = mx(it).

Exemplo 2.3.8.

Considere o modelo de risco individual S = X1+ ---+ X,, em que X;, i =
1,...,n, sdo variaveis aleatdrias independentes. Determine E[S], Var[S] e gs(t)
para o caso em que os riscos sdo da forma X; = l;b;, com I; ~ Bernoulli(q;) e

b; sdo valores fixos parai=1,...,n.
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Como Xj, i =1,...,n, sdo independentes com E[X;] = bjq; e VarlX;] =
b?qi(1—q;), entdo

E[S]=E[X1+--+ X,] = i E[Xi]= i biq
=1 =1

n n
Var[S] = Var X1 +---+ X,] = Z Var Xi] = Z b?qi(1—q;).
i=1 i=1

Para a funcdo geradora de probabilidades tem-se
n n
i=1 i=1

onde E[tP] = E [(tbf)"} =my, (log (t?)), que é a funcdo geradora de mo-

mentos de uma variavel aleatoria de Bernoulli. Assim, obtém-se
, b; .
my, (log (7)) = 1—g;+ ;'™ = 1—g;+ g;t"

e a fungdo geradora de probabilidades pode escrever-se da forma

n
gs(t) = (1 —ai+ait?).
i=1

2.4 Aproximacoes

2.4.1 Aproximacao Normal

Um método muito conhecido que permite aproximar uma funcdo de distribui-
cdo usando a funcdo de distribuicio Normal & é o Teorema Central do Limite
(TCL).

Teorema 2.4.1. (Teorema Central do Limite)
Se Xi1,Xs,.... X, sdo variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas com média u e varidncia 02 < oo, entdo se S, = X1+ Xo+...4+ X,

tem-se

lim P(
n—00 ;

(ngE

Xj < nu+xaﬁ> = lim P <5’;}Zu < x) = d(x).

1
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Deste teorema resulta que podemos aproximar a funcdo de distribuicdo de

X1+ Xo+---4 X, através de

n n
Fs(s)~® <s; Y EXi ) Var[X,-]) .
=1 i=1
Esta aproximacao pode ser usada se n for suficientemente grande.

Exemplo 2.4.2.

Suponha que 1000 individuos fazem um seguro de vida para um periodo
de 1 ano. A probabilidade de cada individuo morrer nesse ano é 0.001 e o
pagamento para cada morte é 1 u.m. Qual é a probabilidade do pagamento
total ser pelo menos 4 u.m.?

O pagamento total tem distribuicdo Binomial(1000,0.001) e como n =
1000 é elevado e p =0.001 pequeno, podemos aproximar esta probabilidade
pela distribuicdo de Poisson com pardmetro np = 1.

Calculando a probabilidade em 3+% em vez de em 4, aplicando depois
uma correcao de continuidade, tem-se

1

1
P(§>35)=1—-el—el— Ee*1 — Be*1 =0.018909.

Note-se que a probabilidade binomial exata pode ser calculada e é igual a
0.01893.
Usando o TCL com u=E[S] =1 e 0% = Var[S] =1, obtém-se

S—u - 3.5—u)

g g
1—d(2.5) = 0.0062.

P(§>35) = P<

Q

Apesar de n ser elevado, o TCL ndo da uma boa aproximacdo por causa da
assimetria dos termos X;,i=1,...,n, e, assim, de S, que tem como coeficiente

de assimetria ys = 1.

Outros métodos de aproximacdo, que sdo mais adequados do que o TCL
sdo: a aproxima¢do Gama transladada (translated gamma approximation) e a

aproximag¢ao NP (normal power approximation).
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2.4.2 Aproximacao Gama transladada

A maior parte das distribuicdes agregadas tém uma forma muito semelhante
a distribuicdo Gama: assimétrica a direita («y > 0), suporte ndo-negativo e
sdo unimodais. Além dos pardmetros usuais a e 3 acrescentamos um terceiro
grau de liberdade permitindo uma translacdo de uma distancia xy. Desta forma
podemos aproximar a funcdo de distribuicdo de S a funcdo de distribuicdo de
Z+Xxp, onde Z ~Gama(a, ). Escolhemos o, B e xg de modo que os primeiros
trés momentos da nova variavel aleatéria sejam iguais aos de S.

A aproximacdo Gama transladada pode ser expressa da seguinte forma:

Fs(s) =~ G(s—xp;,B), onde
1 X
G(x;a, :—/ a=1lgee=Bydy, x > 0.
G(x;a,B) é a fungdo de distribuicio Gama. Note que se Z ~ Gama(a,3)

entdo E[Z] = a/B, Var[Z] = a/B? e vz = 2/y/a. Os parametros a, B e xg

devem ser tais que

u:E[S]:E[Z+xo]:%+xo, (2.4.1)
02 = Var[S] = Var[Z + xo] = Var[Z] = %, (2.4.2)
_E(S—E[S])®]  El(Z+x-E[Z+x])°] E[(Z-E[Z])*] 2
7 a3 - 0% s N oy Ve
(2.4.3)

obtendo-se a = 4/42 de (2.4.3); de (2.4.2) e da igualdade anterior obtém-se
B? =a/o? =4/(y0)?; de (2.4.1) e das duas igualdades anteriores obtém-se
Xo=p—a/B=u—20/v, ou seja,
4 2 20
= B= L exo=p-2. 2.4.4
a 72,6 fyanO i ~ ( )
Note que se X ~Poisson(\), entdo E[X] =\, Var[X]=Xeyx = % Para

provar as igualdades anteriores, usa-se a funcdo geradora de momentos de X
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que é igual a mx(t) = ere'=1) e obtém-se os momentos de X através das

derivadas de mx(t) da seguinte forma:

d t
Tmx(t) = AeteMe =)
d? d .
Em (t):im (1) (1+Xet +2xef +1%e?t)
de3" X dt %
Ora,
d d2
E[X] = me(o) =\ E[X?= d?mX(O) —A+22,
d3
EIX®] = 53mx(0) = A(L+3A+X7),
donde resulta que
E[X] =X,

Var[X] =E[X?] - (E[X])? = X,
AMLI4+3A+A2) =3A+A2)A+2X3 1
IX = 2\3/2 - ﬁ
Entdo se S ~Poisson(1), tem-se que u =0 = =1, o que implica, por
(24.4)quea=4,8=2exp=—1.Logo, P(§>35)~1-G(3.5—(—1);4,2)=
0.0212.
Este valor estd mais préximo do valor exato, do que o valor obtido pelo
TCL.

Exemplo 2.4.3.

Suponha que a indemnizacdo agregada S tem valor esperado 10000, desvio-
padrdo 1000 e coeficiente de assimetria 1. Determine P(S > 13000).

A partir das formulas que relacionam a, 3 e xop com W, o,7y, obtém-se oo =4,
B =0.002, xo = 8000, entdo

Q

P(S > 13000) 1— G(13000 — 8000;4,0.002)
= 1-G(5000;4,0.002)

= 0.010.
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Usando a aproximacdo do TCL obtém-se

P(S >13000) =

P(S—y,> 13000—/1,)

o o
~ 1-9(3)
= 0.0013.

2.4.3 Aproximacao NP

Definicao 2.4.4. (Aproximagcdo NP)
Sejam E[S] = w, Var[S] = 0?2 e s =", entdo paras>1,

P <5_“ < s+g(s21)> ~ ®(s),

o

ou, equivalentemente, para x > 1,

(5“<x> Nq><,/92+6x+1—3>.
o 2y 8

Para obter esta equivaléncia, note que resolvendo a equacdo de segundo

grau x = s+ Z(s®> — 1) em ordem a s, obtém-se 5:,/%4—%4—1—%, como

se queria.

Ora, se S ~Poisson(1), entdo, aplicando a aproximagdo NP, obtém-se
P(§>35)~1—d(2)=0.0228.

Suponha que se pretende determinar o capital que cobre a perda S com
95% de probabilidade. Entdo,

S
( 0_“ <s++ (s —1)) ~®(s)=0.95 se s=1.645.
Assim, o quantil de 95% de S é
1
E[S]+o <1.645+6(1.6452 — 1)) = 10000+ 1929 = 11929.

Para determinar a probabilidade do capital 13000 ndo ser suficiente para

cobrir a perda S, aplicamos a formula (2.4.4) da definigdo da aproximagdo NP
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com 1 =10000, c=1000evy=1:

P(S>13000) = P(S;“>3>%1—¢hm+6x3+ —3)
= 1—®(2.29) =0.011.

Exemplo 2.4.5. (Justificando a aproximacdo NP)
SejaU~N(0,1) e considereY = U+ ZL(U?—1). Uma conta simples mostra

que, se w(x) = 3—2 +1+ %, entdo

3 3 3
Fﬂ@_¢(—;+wu»—¢(—;—wunN¢(—;+W@Q.(24m
Para provar a igualdade acima, note que
_ Y2
Fy(x)=P(U+ E(U —-1) <x).

Resolvendo a equacao de segundo grau u—+ %(u2 —1)—x=0 em ordem a u,

obtém-se u+ = —% +w(x). Logo,
Fyv(x)=Pu—-<U<up)=PU<uy)—P(U<u-)

:¢(_3+Wuﬁ—¢(—3—wwﬁ-

Em geral o termo ® ( — % — W(X)) é negligenciavel e tende a zero quando
7y tende a zero.

Além disso, usando o facto de que E[U?] =1, E[U*] =3 e E[U®] = 15,
pode-se provar que, para y pequeno, se tem que E[Y] =0, E[Y?] =14+ 0(v?)
e E[Y3] =v(14+0O(~?)). Deixamos esta conta para o leitor.

Logo os trés primeiros momentos de Y e de % S§0 muito proximos.

Isso e (2.4.5), justificam a aproximagdo da distribuicdo de % pela apro-

ximagao NP.

Exemplo 2.4.6. (Obtendo a aproximacdo NP usando a expansdo de Ed-
geworth)
Pode-se obter a expressdo P (50;“ <s+ %(52 — 1)) ~ ®(s), usando uma

certa expansdo da funcdo de distribuicao.
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Seja Z = % e seja vy = E[Z3] o coeficiente de assimetria de Z e de S.

Antes de prosseguir vai-se provar que os coeficientes de assimetria de S e Z

sdo iguais. Note que, como Z satisfaz E[Z] =0 e 0% = Var[Z] =1, se tem

que .
- = E[(Z_—E[Z]” =E[Z7]. (2.4.6)
V4
Por outro lado,
reeeize ()]
_ E[S®] - 3E[S?IE[S] +2(E[S?]) (2.4.7)
ol

=1s.
A funcdo geradora de cumulantes de Z satisfaz:

2 4t3
log(mz(t)) = 5 +?—|— cee

Aplicando a fungcdo exponencial a ambos os membros da igualdade anterior e
3
aplicando depois a expansdo de Taylor da funcdo exponencial a e's resulta

que

3
mz(t)zet2/2 (1+ry6~l—...>.

Por outro lado, uma conta simples, usando integracdo por partes varias vezes,

mostra que, se @(x) é a funcdo densidade da distribuicdo N(0,1), entdo

/+OO e (x)dx = —3et/2.

—00

Como mz(t) = et*/2 4 %tsetz/z + ..., reconhecemos a funcdo de distribui-

cdo de Z, na forma:
Fr(t) = &(x) — %q><3>(x)+....

Para obter a aproximacdo NP a partir desta formula, conhecida como expansao

de Edgeworth, vai-se encontrar § tal que Fz(s+0) ~ ®(s). Para tal, seja
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g(6) = d(s) — (P(s+6) — gyPB)(s+8)). Pretende-se encontrar § tal que
g(6) =0. Usando a aproximacdo g(6) ~ g(0)+0g’(0), obtém-se
~_9(0)
g'(0)
Ora, g(0) = 2y®B)(s) e ¢ () = —P'(s+8) + 2yd# (s +6), logo,

5~ —2(s*-1)
—14+%(-s3+3s)’

Ignorando o termo com vy no denominador, obtém-se que Fz(s+0) =~ ®(s)
quando § = %(s2 —1), que é exatamente a aproximacdo NP que obtivemos

anteriormente.

Exemplo 2.4.7.

De um montante total de indemnizacbes S associado a uma carteira de
apdlices sabe-se que E(S) =100, E(S?)=10100, £(S3)=1031x 103 eVar(S) =
100.

Determine, usando o método de aproximacdo NP,
a) a probabilidade do capital 120 ndo ser suficiente para cobrir a perda S,

b) o capital que cobre S com probabilidade de 99%.

a) Pretende-se determinar P(S > 120), que pode ser reescrita da forma

p(5>120):p<5‘E[5] > 120‘“”) :1_p(5‘E[S]<z>.

Var[S] 100 Var[S]
Calculando o coeficiente de assimetria obtém-se
_E[(S—w)®  E[S®]—3E[SIE[S?]+2E[S]® .
T T (Var[S])3/2 -

Entao, aplicando a aproximacao NP, vem

S—E[9] L AV _
1P<m§2>~1 ®(V9+6.2+1-3)~1—d(1.69) =0.0458.

Logo, a probabilidade do capital 120 ndo ser suficiente para cobrir a perda

S é aproximadamente 5%.
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b) Dado que
S_
P <“’ <s+ 1(52 - 1)) ~P(s) =0.99,
o 6
entdo o valor correspondente de s é s =2.326 e o capital que cobre S com

a probabilidade de 99% pode ser obtido a partir da expressdo

1
W=p+to [s+ %(52 - 1)} —100+ 10 [2.326+ £(2:326% ~1)| ~ 130.61.

2.4.4 Aplicacdo: Resseguro 6timo

Uma seguradora pretende fazer um resseguro para uma carteira com 20000
apodlices de seguro de vida com duracdo de um ano, que estdo agrupadas da

seguinte forma.

Capital seguro  N° de apdlices

by Nk
10000
5000

3 5000

A probabilidade de morte no ano é g, = 0.01 para cada segurado e as apodlices
sdo independentes. A seguradora quer otimizar a probabilidade de ser capaz
de cumprir as suas obrigacdes financeiras escolhendo a melhor retencdo, que
€ 0 pagamento maximo por apélice. O excesso da indemnizacdo é pago pela
resseguradora. Por exemplo, se a retencdo é 1.6 e um individuo morre com
capital seguro 2, entdo a seguradora paga 1.6 e a resseguradora 0.4. Depois
de cobrados os prémios, a seguradora possui um montante B do qual tera que
pagar as indemnizacGes e o prémio de resseguro. Assume-se que este prémio
é 120% do prémio liquido.

Seja o valor da retencido dado por d =2, entdo, do ponto de vista da

seguradora, as apolices sdo distribuidas das seguinte forma:
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Capital seguro  N° de apdlices

by Nk
1 10000
2 10000

O valor esperado e a variancia do montante total de indemniza¢des sdo
E[S] = mbigi+nmbagz
= 10000 x1x0.01+10000x 2 x0.01 =300,
Var[S] = mbiqi(1—aq1)+mb3g2(1— o)
= 10000 x1x0.01x0.99+10000 x4 x0.01x0.99
= 495.

Note que do ponto de vista da resseguradora, as apodlices sao distribuidas

das seguinte forma:

Capital seguro  N° de apdlices
1 5000

Usando o TCL, a probabilidade do valor de S juntamente com o prémio

de resseguro 1.2 x 0.01 x 5000 x 1 = 60 exceder o capital B é
(S— E[S] B —360)
P >
os V495
B—360
~ 1-0 — ).
(S)

Agora vai-se calcular a probabilidade de B ser insuficiente para retencées

P(S+60>B) =

d € [2,3] e tabém vai-se encontrar o valor da retencdo d que minimiza essa
probabilidade para B = 405.
Agora, uma vez que o valor da retencdo d > 2, entdo, do ponto de vista

da seguradora, as apdlices sdo distribuidas das seguinte forma:

Capital seguro  N° de apdlices

bk Nk
1 10000
5000

d 5000
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Considerando as apolices independentes, tem-se que o valor esperado e a va-

riancia do montante total de indemnizacdes sao dadas por

E[S] = mbigi+nbago+ngbgqq
= 10000 x 1 x0.01+5000x (2x0.014+d x0.01) =200+ 50d,

Var[S] = mbigi(1—a1)+mb3qa(1—q) + nab3qa(1—qa)

d? d?
= 10000 x 0.0099 + 5000 x 0.0396 + 5000 x (ﬁ - 10000)

= 297+49,5d°.

O prémio de resseguro é dado por P = 1.2 x 5000 x 0.01(3—d) = 180 —
60d. Sendo assim, usando o TCL, a probabilidade do valor de S juntamente
com o prémio de resseguro 180 — 60d exceder o capital B é dado por

P(S+180—60d>B) — P <5_E[5] > 8_380“0")
0s V297 +49.5d?
~ 1-®(gs(d)).

onde
B —380+10d

d)= o> v
98(d) V297 + 49,542

Para determinar a retencdo que minimiza essa probabilidade para B = 405,

procede-se do seguinte modo. Primeiro note que

(¢)— 25+ 10d

9405 V207 +495d%°

Logo gno5(d) =0 implica que d =2.4 e gjy5(2.4) < 0, donde resulta que
Jaos(d) tem um méximo para d =2.4. Logo esse é o valor da retencdo

procurado.

2.5 Exercicios

1. Determine o valor esperado e a variancia do pagamento de indemnizacio
X = 1B, em que / representa a variavel aleatoria indicadora, sabendo que

a probabilidade de indemnizacao é 0.1 e supondo que
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(a) P(B=5)=1;
(b) B ~ Uniforme(0, 10).

2. Considere o pagamento de indemnizacdo X = /B, em que | ~ Bernoulli(q)

e B representa um pagamento aleatério.
(a) Mostre que a fungdo geradora de momentos mx(t) é da forma
mx(t) = q(mg(t) —1)+1.

(b) Supondo que podem ocorrer as indemniza¢des X =200 e X =500
e que as suas probabilidades sdo 0.2 e 0.05, respetivamente, calcule

a probabilidade para o pagamento de indemnizagdo, P(/ =1).

3. Calcule E[X], Var[X] e a fungcdo geradora de momentos mx(t) da dis-

tribuicdo mista com diferencial dado por

0.9 para x=20
0.02 para x = 1000
0 para x <0 ou x >1000
0.00008dx para 0 < x < 1000

dF(x) =

4. Suponhaque T=gX+(1—q)Y e Z=I1X+(1-1)Y, onde | ~Bernoulli(q)
é independente das variaveis aleatérias X e Y. Compare E[TX] com
E[ZX] para k=1,2.

5. Considere o modelo de risco individual S = X1+ -+ X,, em que X;,
i=1,...,n, sdo varidveis aleatérias independentes. Calcule a funcdo ge-
radora de momentos de S para o caso em que os riscos individuais sao
identicamente distribuidos: X; = Ib;, com | ~ Bernoulli(q) e bj =1 para

i=1,...,n.
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10.

Seja S = X1+ X5+ X3 0 montante total de indemnizagdes X;, i=1,2,3,
em que X; sao independentes e identicamente distribuidas com distribui-
¢do Geométrica, sendo P(X; = x) =0.75x0.25%, i =1,2,3. Determine

F(s) para s=0,1,2, usando o método de convolugdo.

Determine a distribuicdo de S = X; 4+ X5, onde X sdo independentes e
Xk ~ Exponencial(k), k=1,2, usando
(a) a convolugdo;

(b) a fungdo geradora de momentos e identificando a densidade cor-

respondente através do método de fracSes parciais.

. Uma carteira contém 2000 apdlices de seguro de vida a um ano. Metade

dessas apdlices sdo caracterizadas por um pagamento do montante by =
1 e uma probabilidade de morte no periodo de um ano de g; = 1%. Para
a outra metade tem-se by =2 e g» = 5%. Utilize o Teorema Central
do Limite para determinar o valor minimo de carga de seguranca, em
percentagem, que deve ser adicionado ao prémio liquido para assegurar
que a probabilidade do pagamento total ndo ultrapasse o prémio total

em mais do que 5%.

Resolva o exercicio anterior usando a aproximacdo NP e o facto de o
terceiro cumulante do pagamento total ser igual a soma dos terceiros

cumulantes dos riscos.

Uma carteira de apdlices é constituida por dois tipos de contratos. Para
o tipo k, k=1,2, a probabilidade de indemnizacdo é g, e o nimero
de contratos é ng. Se houver uma indemnizacdo, entdo o montante de

indemnizacao é by:
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k  ng Gk bk
1 1000 0.01 1
2 2000 0.02 2

Suponha que os contratos sdo independentes. Sejam S, o montante
total de indemnizacdes dos contratos do tipo ke S =51+ 55.
(a) Calcule a média e a varancia de S.

(b) Utilize o Teorema do Limite Central para determinar o capital mi-

nimo que cobre S com probabilidade 95%.

(c) Resolva a alinea anterior usando o método de aproximagdo NP.



Capitulo 3

Modelos de risco coletivos

Neste capitulo introduzem-se modelos de risco coletivos. Como no capitulo
2 calculamos a distribuicdo do montante total de indemnizacdes, mas agora
considera-se uma carteira de apélices coletiva que produz um nimero aleatério
N de indemniza¢des num certo periodo de tempo. Sendo assim, N é uma
variavel discreta que toma valores em N ou num subconjunto de N.

O montante das indemnizacdes agregadas é representado por
S:X1+X2+"’X/\/,

onde X; representa o montante da /-ésima indemnizacdo. Obviamente, S=0
se N =0. Assume-se que as indemnizacdes {X;};>1 sdo variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas a X e também que N e {X;}i>1

sdo independentes.

3.1 Distribuicoes compostas

Suponha que S & uma variavel aleatéria composta S = X1 +---+ Xy e que
{Xi}i>1, sdo independentes e identicamente distribuidas a X, e, além disso,
independentes de N.

Sejam

pr =E[XK], P(x)=P(X <x), F(s)=P(S<5s).

65
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O valor esperado de S pode ser calculado usando a distribuicdo condicional de

S dado M.

E[S] = EIEISIN = ¥ EDX: +++ XulN = AIP(N = 1)
n=0
= fE[Xl—l—m—l—XnW:n]P(N:n)
n=0
= iE[X1+~-+X”]P(N:n)
n=0

= f nu1P(N = n) = p1E[N].
n=0

Note-se que o valor esperado do total de indemnizacdes € igual ao nimero
esperado de indemnizacdes vezes o montante esperado por indemnizacdo. A

igualdade atras &€ conhecida por equacao de Wald.

Uma forma alternativa de calcular a esperanca de S consiste em discretizar

a variavel aleatéria N, ou seja,

E[S] = ElSI1yon-n]=E [5 L 1{N=n}]

n>0
= E[(X1+"'+X/\/)1{N:n}]
n=0

= Y E[(X1+-+Xn)Lineny]
n=0

- E[X1+"'+XH]E[1{N:n}]
n=0

= E[X1+ -+ Xa]P(N = n).
n=0

Acima, na segunda igualdade usou-se o facto de que se A e B sdo conjuntos
disjuntos, entdo 14g = 1a+1pg € na quinta igualdade usou-se o facto de N

e {X;}i>1 serem independentes.
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A variancia pode ser calculada usando a férmula de variancia condicional:

Var[S] = E[Var[S|N]]+ Var[E[S|N]]
= E[NVar[X]]+ Var[Nu1]
= E[N]Var[X] + u3Var[N].

A variancia também pode ser calculada usando a discretizacdo de N como
acima. Para tal note que, repetindo as mesmas contas feitas para a esperanca

se tem que

E[S?] = E[S*Lqnen)]

= f [(X1+---+Xp)?] P(N=n)

n=0
= f i E [Xj?] P(N=n)+ i iE[X,-XJ-]P(N =n)
n=0,=1 n=0j#j

= f nuP(N = n) + io" n(n—1)u3P(N = n),
n=0 n=0

— E[N] +I3EIV?] — BN,

donde resulta que

Var[S] = E[S?] - (E[S])
= WoE[N]+ uE[N?] — uIE[N] — uf(E[N])?,
= (u2— p?)E[N]+ ui(E[N?] - (E[N])?),
= Var[X]E[N] + u2Var[N].
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Para a funcdo geradora de momentos, obtém-se
ms(t) = E[e'®] =E[E[e"|N]]

— f E [ef(xl+“'+x~>|/\/ = n} P(N = n)
n=0

— Ozo" E [et(xﬁ"*x")} P(N = n)
n=0

= Y {mx(D}P(N=n) = ¥ e"osmx(Op(p = )
n=0 n=0

= mn(log(mx(t))).

Exemplo 3.1.1. (Exemplo de uma funcdo de distribuicdo composta)
Sejam N ~Geométrica(p), 0 < p <1 e X ~Exponencial(1). Determine a

funcdo geradora de momentos de S e sua funcdo de distribuicao.

Escrevendo q = 1— p, entdo para get < 1, isto é t < —logq, tem-se

o [o.¢] p
my(t) =Y, e"pg"=p} (qe")" = ——.
n=0 n=0 —qe
Repare que a série acima é uma série geométrica de razdo qet, que é con-
vergente se get < 1. Como X ~Exponencial(1), entdo mx(t) = (1 —t)~!,
Logo,

ms(£) = mu(log mx(£)) = 7 -

Para se encontrar a funcdo de distribuicdo de S, uma vez que ndo reconhe-
cemos a funcdo geradora de momentos, precisamos de decompor a expressiao
atras numa soma convexa de funcdes geradoras de momentos conhecidas.

Para tal, note que

p
ms(t) =p+ CIE = pmy(t)+qgmy(t),

onde U é a variavel aleatoria constante igual a zero, uma vez que my(t) =
E[e'V] =1 e da unicidade da funcdo geradora de momentos resulta que U = 0;

e V' tem distribuicdo exponencial de pardmetro p.
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Logo S é mistura de U e V. Pela relacdo tnica entre a funcdo de distri-

buicdo e a funcdo geradora de momentos temos que
F(x) = pFu(x) + qFv(x). (3.1.1)

Como Fy(x) = 1jg,00)(X) € Fy(x) = (1 — e ) 1[g o) (x), resulta que F(x) =
(P+a(1—e7P))100)(x) = (1= ge™P)1[ o) (X).
Agora, note que sendo F(x) = pFy(x)+ qFy(x), se tem que

ms(t) = E[etS] = /OOO e dF(x)
= [7 e dpFut0 + aF ()
= p/ooo «ethFU(xH—q/OC><> e™dFy(x)

= pmy(t)+amy(t).

3.2 Férmula de convolucao para uma funcao de distri-
buicao composta

A funcdo de distribuicdo de S pode ser calculada da seguinte forma:
F(x)=P(S<x)= Y P(Xi+-+ Xy < x|N = n)P(N = n)
n=0

— iP(Xl—F'--—i—XnSX)P(N:”)

n=0
assim,
F(x) = f P*"(x)P(N =n), f(x)= f p*"(x)P(N = n). (3.2.1)
n=0 n=0

Estas expressdes definem as férmulas de convolucdo para uma funcdo de dis-

tribuicdo composta.

Exemplo 3.2.1. Aplicacdo da formula de convolucdo
Sejam P(N =j—1)=j/10 para j =1,2,3,4 e p(1) =0.4 e p(2) =0.6.
Usando (3.2.1), F(x) pode ser calculada da seguinte forma.
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X pO) P p(x) pP(X) f(x) F(x)
0 1 0.1000 0.1000
1 0.4 0.0800 0.1800
2 0.6 0.16 0.1680 0.3480
3 0.48 0.064 0.1696 0.5176
4 0.36 0.288

5 0.432

T x +Ix +Ix +Ix = 0 = 0

P(N=n) 0.1 0.2 0.3 0.4

As probabilidades P(N = n) na dltima linha sdo multiplicadas pelos nii-
meros das linhas anteriores. A soma destes resultados é colocada na linha

correspondente da coluna f(x). Por exemplo: 0.1680 =0.2 x 0.640.3x0.16.

Exemplo 3.2.2. (Distribuicées compostas: Montantes de indemnizacbes ex-
ponenciais)

A convolucdo de poténcia n é facil de calcular se X segue uma distri-
buicdo Normal ou uma distribuicdo Gama: a soma de n varidveis aleatdrias
independentes N(u, 0?) tem distribuicdo N(nw, no?) e a soma de n variaveis
aleatcrias de distribuicdo Gama(a,B) tem distribuicdo Gama(na,3). Suponha
que os montantes das indemnizagées tém distribuicdo Exponencial(1), que é
igual a distribuicdo Gama(1,1). Entdo X1+ Xo+ ...+ X, tem distribuicdo
Gama(n,1). Logo

ey
(n—1)!

P(X1+X2—|—...—I—Xn>x):1_p*n(x):/ yn—l dy.
X

Se G(x,a,B) denota a funcdo de distribuicdo da Gama(c,3), entdo tem-se
que 1 —P*"(x)=1-G(x,n,1).
Por outro lado, em processos de Poisson de tempo de espera, a probabili-

dade de esperar pelo menos o tempo x até ao n-ésimo acontecimento (que é
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igual a probabilidade de terem ocorrido no maximo n— 1 acontecimentos até
ao tempo x) é uma probabilidade de Poisson(x). Para i > 1, seja T; o tempo
que decorre entre o (i —1)-ésimo e o i-ésimo acidentes, e note que {T;}i>1
sdo variaveis aleatorias independentes com distribuicdo Exponencial(1). Seja
N a variavel aleatoria que conta o niimero de acidentes ocorridos até ao tempo
x, entdo N ~Poisson(x). Ora, a probabilidade de esperar pelo menos o tempo

X até ao n-ésimo acontecimento corresponde a
P(Ti+...+Th>x)=1—-P"(x),

e a probabilidade de terem ocorrido no maximo n—1 acontecimentos até ao

tempo x corresponde a

Logo

—y n—=1 i

l—P*”(X):/Ooy"_lie dy:e_xzx—.
; (n—1)! &l

A segunda igualdade acima pode ser demonstrada usando a integracdo por par-
tes ou comparando as expressées das derivadas. Antes de prosseguir apresenta-
se abaixo a demonstracdo dessa igualdade, primeiro usando a integracdo por
partes e deixa-se a demonstracdo comparando as expressoes das derivadas ao
cargo do leitor.

A primeira demonstracdo é feita usando inducdo em n. Entdo paran=1,

/my”_le_y dy:/oo e Vdy=e"
x (n—1)! X

tem-se que

n—1 i
—X X _ —X
e Z T=e
=0
donde resulta a igualdade. Agora suponha que a igualdade vale para n e prove-
se para n+1, isto é:

nX/

/ y”—|dy: e -
X (n)! =
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Ora ,
oo ey Y% a1 €
[y VY = L (-

Fazendo integracdo por partes e notando que a primitiva de y"~! ( ] i), cor-
responde a —F(x), onde

F(x) = /X+Ooy”1 (ne_—yl)! dy,

tem-se que
o) -y
y n—1 € /
= dy = ——F F(y
/X n (n—1)! =
Note que, pela hipotese de inducdo sabe-se que
n—1 i
X
F(x)=e) —

-
i=o I’

Agora usa-se a igualdade anterior e obtém-se

—yF(y)roJrl/Xoo F(y)dy

e - ) (3:2.2)
X Z / dy.
n :
Note que
oo n—1 %) X’
e” d e —
/X Z /' = Z /
e novamente pela hipétese de inducéo, a expresséo anterior é igual a
nZ ZI: e * %J
== /!
Agora, troca-se a ordem na soma acima e fica igual a
n—1n-1 J n—1 J
X X
Y Ye ==Y (n—je "=
==Ly = J!
Sendo assim, tem-se que (3.2.2) fica igual a
1 n—1 /+1 n—1
- ) e~ + - n—j e_X -
L L0
(3.2.3)

I n—1 XJ 1n1

1& 0 X /
:E,;e (/-1)!*2 *“ZJ i

J=0
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i

Agora uma conta simples mostra que a expressao atras fica igual a e ™ Y./ &,
como se pretendia demonstrar.
Finalmente, para x > 0 tem-se

1-F(x)=1- i) P*(x)P(N = n)

_ io(l — P(x))P(N = )

= i P(N=n)e ™ i X—II
n=1 i=o0 I*

Acima usou-se o facto de que 1 =Y 2o P(N = n).

3.3 Distribuicoes para o nimero de indemnizacoes

Exemplo 3.3.1. (Distribuicdo de Poisson - incerteza sobre o pardmetro)
Suponha que um condutor de um carro tem um nimero de acidentes dis-
tribuidos de acordo com uma distribuicdo Poisson(X\). O pardmetro \ é des-
conhecido e é diferente para cada condutor. Assumimos que A\ corresponde
a realizacdo de uma variavel aleatoria N. Entdo, a distribuicdo condicional do
namero de acidentes N num ano, dado N =\, tem distribuicdo Poisson(\).
Pretende-se saber qual é a distribuicdo marginal de N.
Seja U(XN) = P(A < X\) a fungdo de distribuicdo de N. As probabilidades
marginais do acontecimento N = n podem ser escritas na forma
A

“LdU().

P(N = n) = / P(N = n|A = A)dU(X) = / e
0 0
Para a média e a varidancia (ndo-condicionais) de N tem-se

EIN] = E[E[NIA]] = E[A],
Var[N] = E[Var[N|A]]+ VarlE[N|A]]
= E[A]+ Var[A] > E[N].

Para tal note que
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E[N] = ZnP(N—n)

Y / %A ey
n=1
0o 00 AN

_ -
_ /O nzle it
_ / Zei}\ n+1

0 p=0

——dU()
_ /Oo AU
0

= E[A.

Analogamente,

E[N?]

n’P(N = n)

)
[o.¢] )\n
= ;1 / AHdU(A)
oo OO B X”
= A n;l ne Amdu(k)

= /OO i(n—i— 1)e_>‘
- / Xzze_x—dU(A +/ Aze

= E[N?]+ E[/\].

>\n+1

—dU()

Daqui resulta que

Var[N]

— E[N?] - (EIN)? = E[A?] + E[A] - (E[A])? =

>\I7
>‘—dU

Var[A] + E[A].
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Por outro lado note que

mu(t) =E[etN] = f e"P(N = n)

_nzoe /O e —dU(A)
/ Y e ) EVRPTIToN
0 p=0

_/Ooe (€ =Ddu(n)

0

=mp(et —1).

Agora, suponha que N\ ~Gama(a,3). Escrevendo p = L% obtém-se

my(t) = E[E[eNA]] = E[eMNE D] = mp(ef — 1)

que representa a funcido geradora de momentos de uma distribuicio Binomial
Negativa (a,8/(B+1)).

Assim, da unicidade da funcdo geradora de momentos, conclui-se que N

tem distribuicdo Binomial Negativa (a,8/(B+1)).

Exemplo 3.3.2. (Distribuicdo Binomal Negativa Composta)

Suponha que num ano houve N acidentes de trdnsito com vitimas mortais.
Para i > 1, seja L; o niimero de vitimas mortais no i-ésimo acidente, sendo S =
Li+---+ Ly o namero total de vitimas mortais. Suponha que N ~Poisson(\)
e que, parai>1, L ~Logaritmica(c), 0 < c < 1.

Assim
ck
P(lLi=k)y=——,k=1,2,....
( I ) kh(c)v 1 &9
Nota que h(c) é uma constante de normalizacdo, ou seja, é tal que a soma

das probabilidades acima seja igual a 1. Entao:

00 00 Ck
Y P(Li=k =1 Y, 5 =h)
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Da expansdo em série de Taylor de log(1+ x), ou seja, de

x> x3 x4
log(1 =X——=4+—=———+...
g(l+x)=x 5 + 3 2 +...,
conclui-se que h(c) = —log(1 — ¢), dai a designacdo “Logaritmica” para esta

distribuicdo.
Pretende-se encontrar a distribuicdo de S. A funcdo geradora de momen-

tos de L; é dada por

_ otk ok _ h(Cet)
mL(t)_kzl kh(c) ~ h(c) -

Entao, a funcdo geradora de momentos de S é dada por

ms(t) = mp(log(my(t))) = erm(-1

A h
(eh(cef)h(c))x/h(c):< l-c ) /M)

1—cet
que pode ser reconhecida como a funcdo geradora de momentos de uma dis-

tribuicdo Binomial Negativa de parametros A\/h(c) =—X/log(1—c) e 1—c.

3.4 Propriedades das distribuicoes de Poisson com-
postas

Teorema 3.4.1 (A soma de variaveis aleatérias com distribuicdo de Poisson
composta tem distribuicdo de Poisson composta). Se Si,..., Sy, sdo variaveis
aleatorias independentes com distribuicdo de Poisson composta de parametro
A e cujas indemnizacées individuais tém funcdo de distribuicdo P;, i=1,...,m,
entio S =S1+---+ S,y tem distribuicdo de Poisson composta com parame-

tros:
m m >\,.
A=Y NeP(x)=Y) XP,‘(X).
i=1 i=1

Demonstracao

Seja m; a funcdo geradora de momentos de P, :

mi(t) :/efXdP,(x).
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Entdo, S tem a seguinte funcdo geradora de momentos:
ms(t) _ [ tS] E[et(51+ +Sm)]

_ HE[etS,] _ Hek,'[m,-(t)fl]

_ A Smi(0)-1)

Note que acima, na terceira igualdade usou-se a independéncia de {S;}i=1...
e na quarta igualdade usou-se o facto de S; ter distribuicido de Poisson com-
posta de pardmetros \; e Pi(x).

Por outro, lado note que a funcdo geradora de momentos que corresponde
a distribuicio P(x) =¥, 3 P(x), é dada por

mn)= [eay SR
_Z A/ X dPi(x)

3
>

i

A

I’)’l,‘(t),

i

e pela unicidade da funcdo geradora de momentos, a prova termina. ]

Nota 3.4.2. Suponha que S; tem indemnizacdes fixas dadas por x;, S; = x;N;
com N; ~Poisson(\;). Se x; forem todas diferentes, entdo, pelo Teorema

anterior a variavel aleatoria
S= Xll\/l +X2N2 +--- +Xm/\/m,
tem distribuicdo de Poisson composta com pardmetro
>\ .

A=A+ +Xy € p(x,'):K', i=1,..,m.

Para tal basta observar que Pi(x;) =1 se i=j, ou0 caso i #j. Logo p(x;) =

J 1)\ J(Xl)_*
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Teorema 3.4.3 (As frequéncias dos montantes das indemnizagdes sdo inde-
pendentes e tém distribuicdo de Poisson). Suponha que S tem distribuicdo de
Poisson composta de pardmetro \ e que as indemnizacdes tém distribuicdo

discreta dada por
mi=p(x)=P(X=x;),i=1,...m.

Supondo que S = xyNy+ -+ xn N, onde N; representa a frequéncia do
montante da indemnizacdo x;, isto é o nimero de termos em S com valor
Xj, entdo, N1, ..., Ny sdo variaveis aleatcrias independentes e tém distribuicdo

Poisson(Am;), i=1,...,m.

Demonstracao
Selam N=N;+---+Nyn e n=n+---4+n,. Condicionado a N = n,

tem-se que

P(Ny=n1,....Nm=np) P(Ny=n1,...,N;py = nm|N =n)P(N = n)
n! n A"
_ 1,12 n -
T I I SE T A
1ol ny! n!

ml? ., m

_ 172 m e—AZ,:l'rr, At m
nitno!---np!

o —>\7(',' (>\7rl)n,

= Il R

i=1
_ _ _ _ n! n n
Para provar que P(Ny = ny,...,Ny = np|N = n) = AT pm B SRR
considere primeiro o caso em que m=2: P(Ny = ni,No = np|N = n) =

n!

nllng.

n = ny+ ny. Sabemos que no inicio temos n posicdes disponiveis para as ny

7rf17r52, onde N; e N> representam as frequéncias de x; e de xo e

. N _ s [ n _
ocorréncias de xq, entdo a quantidade de posicdes para x; é . Depois de
m

fixar as posi¢cdes de x; sobram n— ny = n» posi¢cdes para x> que ndo podem ser

escolhidas. As probabilidades de x; ocorrer ny vezes e de x> ocorrer n, vezes

sdo, respetivamente, 7{* e 752, Entdo, conclui-se que

n n!
P(Ny=m,No=m|N=n)=| | x> = ——— apnp.
n nitny!
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Este resultado pode ser facilmente generalizado para casos em que m > 2,

notando que

n! n n—n n—ny—ny n—ny—~no—-+—Nm-1
nitnol---np! nm no n3 Nm

A distribuicdo de (N1 = n1,..., N;y = np,) condicionada por N = n também é
conhecida por distribuicido Multinomial de pardmetros n e mq,..., Tm, €M que
Y™, m =1: Multinomial(n,my,...,Tm). Esta distribuicdo corresponde a uma
generalizacdo da distribuicdo Binomial.

Agora, note que,

P(Ni=n) = P</V1=f71, U {Ne=nt.... U {Nm:nm}>

npeN nmeN

nmEeN nmeN

T ooam AT (Am)™

= .. —_— _>\
= ) INIE P " n!

nyeN nmeN =1

logo, Ni tem distribuicdo Poisson(A71). Analogamente se mostra que, Nk

tem distribuicdo Poisson(Amy), para todo k € {1,...,m}. Como
m
P(Ny=n1,.... Nm=nm) = J]P(N«=n),
k=1
as variaveis aleatodrias {N;}1<j<m sdo independentes.

Exemplo 3.4.4. (Algoritmo do vetor esparso)
Se as indemnizagbes X sdo variaveis aleatorias inteiras ndo negativas, po-
demos calcular a distribuicdo de Poisson composta usando o seqguinte método.
Sejam A =4 e P(X =1,2,3) = %%% Entdo podemos escrever S da
forma S = 1Ny +2N>+3N3. A distribuicdo de S pode ser calculada usando a

convolugdo. Determinamos f(x) = P(S = x) da seguinte forma:
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x P(Ni=x) * P2No=x) =PNi+2N=x) * P@BN3=x) =P(S5=x)

e 1x e ?x e 3x e 1x e *x
0 1 1 1 1 1
1 1 — 1 — 1
2 1/2 2 5/2 - 5/2
3 1/6 - 13/6 1 19/6
4 1/24 2 : - :

0 0 0
1/x! 2%/2 /(x/2)1 1/(x/3)!

Nas colunas com as probabilidades de jN;, s6 as linhas 0,/,2j,... ficam

preenchidas. Estas sdo as probabilidades de Poisson(;).

3.5 Foérmula recursiva de Panjer

Este método, desenvolvido por Panjer em 1981, permite calcular as probabili-

dades f(x) recursivamente.

Teorema 3.5.1 (Formula recursiva de Panjer). Considere uma distribuicdo
composta com indemnizacdes Iinteiras ndo negativas com funcdo massa de
probabilidade p(x), x=0,1,2,..., para a qual a probabilidade q, de haver n

indemnizacOes satisfaz a sequinte relacdo recursiva

b
gn = <a+ n> gn—-1, n=1,2,...

para a e b reais.

Entdo, tem-se para P(S =s):

F0) = P(N=0), se p(0)=0;
~ | mn(logp(0)), se p(0) >0
1 S

f(s) = 1—ap(O)I§'1<a+bsh>p(h)f(S_h)' s=1,2 ..

Demonstracao

Vai-se comecar por s =0. Ora,

P(S=0)= i p*"(0)P(N = n).
n=0



81

E facil ver que, como p(-) sé toma valores nos inteiros positivos, p*7(0) =
p"(0). Para tal note que p*!(0) = p(0), e supondo que p**(0) = p"(0), entdo
tem-se que

p* Mt (0) = Y p(x)p(—x) = Y p*(x)p(—x).

xeZ x<0

Agora note que p*(x) =0, se x < 0, donde resulta, por inducdo, que

p(x) =Y p O D(x—y)p(y)= Y p"(x—y)p(y) =0,
yeZ y=0

porque x —y < 0. Entdo daqui se conclui que p*(”H)(O) = 0. Logo,

P(S=0)=P(N=0)+ f p"(0)P(N = n).

n=1
Se p(0) =0, entdo P(S=0) =P(N =0), caso contrario,

P(S§=0)= Z p"(0)P(N = n) = e”'OQ(P(O))p(N =n),
n=0 n=0

ou seja, P(S =0) = mp(logp(0)).
Agora, tome-se s #0. Seja T = X1 +...+ Xk. Por simetria, é facil ver
que

E[a#—%’n:s] :a—I—%

Para tal seja 6 = E[a—k%

Ty = s] Note que como as varidveis sao identica-

mente distribuidas, tem-se que 6 = E[a—k

Entao

bff‘Tkzs}, para todo i=1,..., k.

L DXit o DX

E[ak - ’Tk:s] — ak+ b,

mas também se tem que

bX1+ ...+ bXx
+ S

E[ak ‘Tk - s} — ok

Daqui resulta que 8 = a+ b/k, como pretendido. Por outro lado,

y <a+%)P(X1 :h(Tk:s>.

E[a—i—%‘n:s} :h:O
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Ora,

P(X1 —h Ty :5>

P(Ti=s)

P(Xlzh)P(Tk—Xl :s—h)

P(T=5)

P(X1 - h‘Tk :s) -

Das expressoes atras resulta que
P(Ti=5) <a+£> -y (a+ bsh) P(X1 =hP(Tk— X1 =5 h).

h=0

Finalmente,
Z s)P(N = k:Z (Tk = 5)qx.

Pela hipdtese sob g, a expressdo atras fica igual a

o0

f(s)= Y <a+§> Gh-1P(Ti =s).

k=1

Usando a expressdo que se obteve para P(Tx =s), obtém-se

f(s)= qu 1Z<a+ )P(Xl—h)P<Tk—X1—s—h)

-5 o+ D)strtsn

0 que termina a prova. O

Exemplo 3.5.2. (Distribuicbes adequadas para o método recursivo de Panjer)

1. Poisson(A).

AAT
T

Note que neste caso, g, =P(N=n)=e""7; e

A
an = —dn-1-
n
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Logo se N ~Poisson()\), entdo pode-se aplicar a formula de Panjer to-
mando a=0e b=X>0.

Neste caso obtém-se a seqguinte formula recursiva:
£(0) =e M1=PO) ¢ p(0) >0,

f(0)=e*, se p(0)=0,

f(s) :é i Mhp(h)f(s—h).
h=1

(3.5.1)

. Binomial Negativa(r,p).

Note que neste caso, q, =P(N =n) = (,:[J(rf__ll))!! p (1—p)"e

dn=1-p)(1+(r—1)/n)qn-1.

Logo se N ~Binomial Negativa(r,p), entdo pode-se aplicar a formula
de Panjer tomando a=(1—p) eb=(1—p)(r—1), com0<a<le
a+b>0;

Neste caso obtém-se a sequinte formula recursiva:

p r
f(O) = (w) s se D(O) > O,
f(0) = p", se p(0)=0,
B 1-p > s+ (r—1)h B
) = 1—(1—p)p(0),§1< s >p(h)f(s "

. Binomial(k, p).

Note que neste caso, g, =P(N =n) = ﬁp”(l —p)kne

_p k+1-n

- 1—P n dn—-1.

an

Logo se N ~Binomial Negativa(r, p), entdo pode-se aplicar a formula de

Panjer tomando p= -+ e k = —2t2 em que a< 0, b= —a(k+1).
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Neste caso obtém-se a sequinte formula recursiva:

f(0) = (1+p(p(0)-1)), se p(0)>0,
f(0) = (1-p)*, se p(0)=0,

I S o P h _
f(s) = p(1—p(o))—1h;[1 (k+1)s}p(h)f(s h).

Agora fazem-se algumas observacées.

Nos outros casos de a, b ndo se obtém uma probabilidade (note que go >0):

1. se a+b=0, entdo g1 = (a+b)qo =0 (o que implica g, =0 para todo

n>2), logo go =1 ou seja, obtém-se Poisson(0),
2. sea+b<0, entdo g1 = (a+b)go <0, 0 que é impossivel,

3. sea<0eb#a(n+1) paratodon>1, entdo, supondo b=a(n+1)+r,
resulta que para |r| < a, se tem g, = (a+a(n+1)/n+r/n)gn—1 <0, logo

gn < 0 o que é impossivel,
4. sea>1, entdo q, > %, pois:
ng,=n(a+b/n)gs—1=(a(n—1)+a+b)gp—1 > (n—1)qp-1,

logo
n—1 n—1n-2 a1

dn Z qn—1 Z dn—2 Z —
n n n—1 n

donde resulta que ¥.p>1 dn > Yp>1 q—nl =00, 0 que também é impossivel.
Exemplo 3.5.3. (Aplicacdo da formula de Panjer)

Considere uma distribuicdo de Poisson composta com A =4 e P(X =
1,2,3)= %, % %. Pelos exemplos acima, sabe-se que N~ Poisson(\) satisfaz
a relagdo recursiva da formula de Panjer. Por outro lado, p(x) = P(X = x)
é uma probabilidade (pois p(1)+ p(2)+ p(3) = 1) que so toma valores em

x=1,2,3. Entdo, aplicando a formula recursiva de Panjer, tem-se

f(s)= é[f(s—1)—|—4f(s—2)+3f(5—3)], s=1,2,....
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O valor inicial, como p(0) =0, é f(0) =P(N =0) = e *~0.0183 e os res-

tantes valores sdo dados por

f(1) = fO)=e*,
f(2) = %[f(1)+4f(0)]:ge_4,

F(3) = %[f(2)+4f(1)+3f(0)]:%e*4,

Exemplo 3.5.4.

As indemnizacbes agregadas de uma risco 1, respresentadas por Sy, se-
guem uma distribuicdo de Poisson composta de parametro A =2 e as in-
demnizacbes agregadas de uma risco 2, respresentadas por S, seguem uma
distribuicdo Binomial Negativa composta de paramteros r =2 e p=0.5. Para

cada risco, as indemnizacdes individuais tém funcdo de probabilidade dada por
P(X=1)=0.4, P(X=2)=0.35 P(X=3)=0.25.

SejaS=51+S,. Calcule P(S=5s), paras=0,1,2,3, assumindo que S1 e S,
sdo independentes.

Como S = 51455, entdo a funcdo de probabilidade de S pode ser calculada
a partir da formula de convolucédo

S
fS(S) = fsl * fsz(S) = Z f52(S—X)f51(X),
x=0

parax=0,1,2,..., e as funcées de probabilidade de S1 e S» podem ser calcula-
das usando as formulas recursivas de Panjer para uma distribuicdo de Poisson
e para uma distribuicado Binomial negativa, obtendo-se os resultados listados

na sequinte tabela.

s P(S1=s) * P(Sa=s) = P(S=5s)
0 0.1353 0.2500 0.0338
1 0.1083 0.1000 0.0406
2 0.1380 0.1175 0.0612
3 0.1550 0.1230 0.0819
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Exemplo 3.5.5. (Método recursivo de Panjer e prémios stop-loss)

Para um valor inteiro S, podemos escrever o prémio stop-loss com retencdo

d da forma:

O prémio stop-loss pode ser calculado recursivamente porque da equacdo an-

ns(d) =E[(S—d)4] = ¥ (x— d)F(x) = ¥ [1— F(x)].
x=d x=d

terior obtém-se para d inteiro:

Como exemplo, considere que S tem distribuicdo de Poisson composta com

ms(d) :=E[(S—d){]=ms(d—1)—[1-F(d—1)].

A=1lep(l)=p2)= % Novamente se nota que se pode aplicar a formula de

Panjer, pois N~Poisson(1) e p(x) é uma probabilidade que toma valores em

x=1,2.

Entdo, neste caso, da formula recursiva de Panjer resulta que

ORE e+ Fx—2)|, x=1.2, .

2

com valores iniciais

f(0)=e1~0.368, F(0)=f(0), ms(0) =E[S] = A\u1 = 3

2

Efetuando os calculos da tabela seguinte obtém-se os valores para ws(d):

d f(d) F(d)=F(d—-1)+f(d) ms(d)=mns(d—1)—1+F(d—1)
0 0.368 0.368 1.500
1 0.184 0.552 0.868
2 0.230 0.782 0.420
3 0.100 0.882 0.201
4 0.070 0.952 0.083
5 0.027 0.979 0.034

Exemplo 3.5.6.
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Sabendo que o prémio stop-loss é w(d) =E[(S—d)+] =0.3 e que S tem
o . 1
distribuicdo de Poisson composta de pardmetro A=1 e p(1) = p(2) = 5 de-
termine o valor da retencdo d usando o método recursivo de Panjer.

Como S é inteiro, tem-se que
ms(d) = E[(S—d)4] = ms(d — 1) —[1— F(d—1)].

A formula recursiva de Panjer para este caso é dada por

11

com valores iniciais

£(0) = e~ ~0.368, F(0) = £(0), T5(0) = E[S] = Aty = g

Aplicando as duas formulas recursivas, obtém-se os resultados da seguinte

tablela parax=d=1,2,3.

d f(d) F(d)=F(d—1)+f(d) ms(d)=ms(d—1)—1+F(d—1)
0 et e! 1.5000
1 Ze? 3e71 0.8678
2 2e7l el 0.4196
3 et el 0.20134

Como 7s(3) ~ 0.20134 < ms(d) = 0.3 < ms(2) ~ 0.4196, entdo o valor de d
tem que estar no intervalo (2,3). Recorde que ws(d) decresce linearmente com

declive igual a -1, entdo, fazendo uma interpolacio linear obtém-se d ~ 2.5479.

Exemplo 3.5.7. (Prova da formula recursiva de Panjer usando a fun¢do gera-
dora de probabilidades para a distribuicdo de Poisson composta)

Para uma distribuicdo de Poisson composta, a formula recursiva de Panjer
pode ser obtida através da funcdo geradora de probabilidades.

Escrevendo

495 v 9§ psps—g)— ¥} s 1p(S —
7 (t) = dtsgbt P(S_S)_S;St P(S=5)
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€ como

gs(t) = gn(gx(t)) = eMox(O=1),

entdo, gs(t) = Ags(t)dk (1),

Substituindo gs(-) e gx(-) pelas suas expansées em série, obtém-se

t°P(S = s)) <§1XtX1P(X = x))

MxtSTXTIP(S = 5)P(X = x)

Ags(t)gx(t)

Il

>
e N

M8

i
o

I
D18
D18

X
Il
a
1%}
Il
o

>\xt” IP(S=v—x)P(X =x)

I
018
018

x
Il
—
<
II

Mt IP(S = v —x)P(X = x).

[
18
DM<

<
Il
fan
x
Il
—

Comparando os coeficientes de t5~! desta expressdo com os da expressdo

anterior para dff (t), conclui-se que

sP(S=5s)= i MXP(S=5—x)P(X =x),
x=1

ou seja,

f(s—x),

)

X:

AX
s
que coincide com o que se obteve em (3.5.1).

Exemplo 3.5.8. Seja o € [—00, 0], A > 0 e suponha que S = X1+ ...+ Xp,,
tem distribuicdo composta em que N, tem fungcdo de probabilidade dada em
n=0,1,2,... por

Ay e ATl gt
=P(Ng=n)= (142) = .
Gn (Noc = ) Ta n! ga—i-)\

1. Mostre que q satisfaz a equagado recursiva da formula de Panjer, expli-

citando os valores de a e b.
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Note que se pode reescrever q da seguinte forma:

A= (03) el ats
:( A )Ot+k—1
Ao k
A -1 b
S Swrd |l RS
onde

. Mostre que E[Ny] = X.

Por definicdo de esperanca de uma variavel aleatoria discreta tem-se que

A= ATl o g
ElNa] =Y n(1+—) = _
130 a nt S5 o+

Por outro lado, tem-se que

1l L (a+n=1)
m,[!}“*’): :!(an—l)! ’

donde resulta que

B A\~ A" (a+n—-1)!
E[N"‘]_<1+&> Zn(a+>\)” n'(a—1)!

n>0
B A\~ A" (a+n—-1)!
_<1+&> Zn(a+>\)” n(a—1)1 "

n>0

Note que a soma atras, a menos de uma constante, é a média de uma
variavel aleatoria com distribuicdo Binomial negativa com pardmetros

r=aep=X/(a+X), cua média coincide com r(1—p)/p=A.

Sendo assim,

E[Ny] = (1+2)_a(1+i‘)ar(lp_p) A
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3. Sabendo que a funcdo geradora de probabilidades de N, é dada por

B A(t—l))—a

o

IN, (t) = <1

encontre my, (t) e mostre que Var{Ng] = A(1+X/a).

Sabe-se que gn, (t) = my,(log(t)), donde resulta, por uma mudanca de
variavel que my, (u) = gn, (exp(u)). Usando a expressao de gy, obtém-

se

()= (1= 2222 - (c@em=D)

Para determinar a média e varidancia de N, basta derivar a expressao
anterior em ordem a u e, posteriormente, tomar u=0. Ora, uma conta
simples mostra que my, (0) =X emy, (0)= A+X2+X2/a. Daquiresulta
que

E[Na =X e Var[Ng]= >\(1 + g)

. Encontre a distribuicdo de N, calculando q5° e my__(t).

Tomando o limite quando o — oo obtém-se

. : A\ e N ot
In ':P(Nm:n):alinoo<1+a) H/ZOO{-I-)\

>\f7
= e*>\7’
n!
que coincide com a funcdo massa de probabilidade de uma variavel ale-

atoria com distribuicdo de Poisson de pardmetro .

Por outro lado, fazendo o limite quando ¢ — oo obtém-se

T (6 a_ A(ev—1)
() = Jim (G —e=y) =

que coincide com a funcdo geradora de momentos de uma variavel ale-

atoria com distribuicdo de Poisson de parametro A.
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3.6 Aproximacoes para distribuicoes compostas

As aproximacodes apresentadas no capitulo anterior também podem ser usadas

quando o nimero de termos da soma é dado por uma variavel aleatéria.

Teorema 3.6.1 (Teorema Central do Limite para a distribuicdo Poisson com-
posta). Suponha que S tem distribuicdo Poisson composta de pardmetro \ e

cuja fungdo de distribuicdo das indemnizacées P(-) tem variancia finita. Entéo,

lim P (S;“ gx> = P(x),

A—00

onde u = E[S] e 02 = Var[S].

Demonstracao

Como S tem distribuicdo de Poisson composta, entdo N tem distribuicdo

de Poisson de parametro A, XA € N, sabe-se que:

onde {N,};>1 € uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes com distri-
buicdo Poisson(1). Por outro lado, seja {Xj;};j>1 uma sequéncia de variaveis
aleatérias independentes com distribuicdo P(-) e independentes de {N,},>1.

Logo

Para demonstrar a relacdo anterior basta mostrar que as fun¢des geradoras de

momentos coincidem. Para tal note que ms(t) = eMmx(1)=1)  Seja agora

=

=¥

A
Jj=

Xy,
1
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Ora,
A v A N
mZ(t) = E[etz] = E[et):le Z/:IX’J] = H E[lUﬁio{/\/J:n}etZi:l Xu]
j—l
E[l,\/_ et):r 1Xu] — H Z P(N,; = n) E[et):, 1X,J]

Jan

P(N; = n)(mx(t))" Hm/v (log(mx(t)))

J=

= I

—
I
—
3
I
o

D18 1D412

e X(t)*l — eA(mX(t)fl)’

I
.:y

I
i

J
como se queria provar.

Sendo assim, como S é uma soma de X variaveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas, pode-se aplicar diretamente o Teorema Central

do Limite visto no capitulo 2.

Para usar as aproximacdes que se viram anteriormente, precisamos de cal-
cular os cumulantes de S.

Seja ux 0 momento de ordem k da distribuicdo das indemnizagdes, ou seja,
Ui = E[Xk]. Entdo, para a distribuicdo de Poisson composta tem-se
#k

ks(8) = Almx (1)~ 1) =AY, e
k=1 '

Sabe-se que os coeficientes de i—k, sdo os cumulantes de S, logo
E[S] = Au1, Var[S]=Au2, E[(S—E(S))’]=Xus ...
O coeficiente de assimetria é proporcional a A~1/2, pois

Vs = e
VAN
3.7 Distribuicoes para o montante de indemnizacoes

As seguintes distribuic®es de varidveis aleatdrias positivas sdo adequadas para

as indemnizacdes.
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1. Distribui¢do Gama(a,B): Esta distribuicdo é usada se a cauda da fungdo
de distribuicdo ndo é muito pesada como, por exemplo, em seguros

contra estragos no préprio veiculo;

2. Distribuicdo Lognormal(u, o?): para ramos de seguro com caudas mais

pesadas, por exemplo, seguros de incéndio;

3. Distribuicdo Pareto(a, xp): para ramos com probabilidades consideraveis
de indemnizacdes de valores elevados como em seguros de responsabili-
dade.

Qutras distribuicdes usadas sdo, por exemplo, a distribuicdo Gaussiana

inversa e misturas/combinacdes de distribuicdes exponenciais.

Exemplo 3.7.1. (Misturas/combinacées de distribuicbes exponenciais)

As misturas ou combinacées de distribuicbes exponenciais sdo designadas
por distribuicées coxianas (ou distribuicées de Cox). A mistura surge se o
pardmetro de uma distribuicdo exponencial é uma variavel aleatéria que é igual

a a com probabilidade q e B com probabilidade 1 — q. A densidade é dada por
p(x) = qae 4+ (1—q)Be P*, x> 0.

Para todo o g com0<q<1, p(-) é uma fungdo densidade de probabilidade.
Para tal note que p(-) >0 e além disso [z p(x) = 1.

Também ha outros casos para q <0 ou q > 1, em que p(-) pode ser
uma fungdo densidade de probabilidade. Nesses casos, p(x) deve ser tal que
p(x) >0V x.

Se g > 1 e se assumirmos que a < 3, entdo p(0) > 0 implica

B

1<g<——
1< 54

e neste caso p(x) é designada por combinagdo de distribuicbes exponenciais.

Nota 3.7.2. Exemplos de combinacbes de distribuicbes exponenciais:
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1. p(x)=2(e X —e ) =2xle X —-1x2e %,

ondeqg=2, a=1epB=2.
2. p(x)=3(e*—%e ) =35 xle =1 x2e%,
ondeqz%, a=1eB=2.

Existe um modelo que produz todas as variaveis aleatérias com fung¢do

densidade de probabilidade dada por
p(x) = qae ™ +(1—q)Be P* x> 0.

Para tal, sejam X,Y e | independentes com X e Y ~Exp(1) e | ~Ber(y) com

0<vy<lesgal<a<f. Entdo
X Y

Z=1—+—=
a+ﬁ

tem a seguinte funcdo geradora de momentos

B o B af—tB(1—7)
mz(t) = <1—’Y+"Ya_t> -t (a—t)(B-t)

Para provar a igualdade anterior note que

myz(t) = E[e'?] = E[e’a +75]

— E[e!' |E[e'F]

Agora note que
Ele’ ] =E[e" |/ = 1JP(/ = 1) +Ele’™ || = 0]P(1 = 0)
—Ele"a |/ = 1}y+(1—7) =E[e'a]y+(1—7)
=% yr(1-7)
Ta—t! v

Para mostrar que mz(t) é a fungdo geradora de momentos de uma com-

binacao ou de uma mistura de distribuicdes exponenciais, basta encontrar q,
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usando frag¢des parciais, tal que mz(t) é igual a fungdo geradora de momentos

de p(x), que é

a G
qEﬂL(l*q)ﬂ-

Comparando esta expressdao com mz(t), obtém-se B(1—1y) = qa+6(1—q),

logo
g=P
B—a

a .
Como 0 < a < G, tem—seogqglseogvgl—g e, assim, Z & uma

. o .. 03 ~ )
mistura de distribuicdes exponenciais. Se 1 — E <y<l, entdog>1leZé
uma combinacao de distribuicdes exponenciais.

Y .
A perda Z em Z = ’E*E pode ser vista como resultado de uma expe-
. Y .
riéncia, em que se perde — e em que é decidido, lancando uma moeda ao ar

B

. . X
com probabilidade v de sucesso, se se perde um montante adicional —.
a

. . _ Y Y

QOutra interpretacdo &, que a perda é obtida ou a partir de 5] ou 3 =+ B’
X Y Y
porqueZz/(—i—) 1-1/)—.
R ( )B

, X Y _ ) .

Se v =1 obtém-se que Z = E+E' ou seja, Z é a soma de duas distri-

buicdes exponenciais.

3.8 Resseguros stop-loss e aproximacoes

Exemplo 3.8.1. (Prémios stop-loss para a distribuicdo Normal)
Qual o prémio stop-loss com retencdo d se X ~ N(u,0?)7?
Primeiro, toma-se U ~ N(0,1) e depois usa-se o facto de que se U ~

N(0,1), entdo oU+pu ~N(u,0?). Logo

mx(d) = EI(X — d) ] = El(oU +u—d) ] = oE[(u-T2) ]

Assim, basta calcular o prémio stop-loss para U. Seja @(u) a funcdo densidade
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—u?/2

de U, ou seja, p(u) = \/%e . Entdo, p(u) = —up(u). Daqui resulta que

n(d) = E[U-d):] = | " (u—d)p(u)du
:w(d>—/fdw(u)du:w<d>—d<1—¢(d>),

donde se conclui que
000 =0(52) -0 (1-0(£2)).

Exemplo 3.8.2. (Prémios stop-loss para a distribuicdo Gama)
Qual o prémio stop-loss com retencdo d >0 se X ~ Gama(a,3)?
Seja G(-,a,B) a funcdo de distribuicdo de X e fx a funcdo densidade de

probabilidade fx(x) = %1»0. Logo

El(X—d):] = [ (u=D)fx(u)du

_ (B

_/d Wdu—d(l—G(d:aﬁ))
_T(at1) [opettyee
 M()B Ja T(a+1)
:%(1—G(d,a+1.5))—d(l_G(d'o"ﬁ))'

du—d(1—G(d,a.B))

Exemplo 3.8.3. (Aproximacdo dos prémios stop-loss por NP)
Parau>1ey>1 defina

au) = u+ L (12— 1)

9 o6y 3
wy)=4/—=+—+1—-.
2 Va2 oy v

Tem-se que w(q(u)) =u e q(w(y)) =y. Além disso, q,w sdo fungcées cres-
centes e q(u) >y se, e somente se, w(y) < u.

Seja Z uma variavel aleatéria com E[Z] =0, E[Z?] =1 e com coeficiente de
assimetria igual a vy > 0. Vai-se calcular o prémio stop-loss para uma variavel

aleatoria X com E[X] = u, Var[X] = o2 e coeficiente de assimetria .
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Pela aproximacdo NP tem-se que
P(Z>q(u)=Pw(Z)>w(q(u)=u)=1-d(u), se u>1.

Suponha que U ~ N(0,1) e seja V = g(max{1,U}). Entdo, se u>1,

tem-se que

P(V > q(u)) =P(q(U) > q(v)) =P(U > u) =1-®(u).

Logo,

P(Z>y)=P(V>y)=1—-®(w(y)), se y>1.

O prémio stop-loss de Z é aproximado pelo prémio stop-loss de \/ pois:

[TP@>dy= [ TR > y)dy = [ (atmax{1.u}) - d)-e(u)du
d d R
S IR ORI O
w(d)
N T
_/W(d)(u+6(u 1) — d)(u) du
= p(w(d)) + w(dp(w(d)) — d(1 — D(w(d))).

Concluindo, para qualquer risco Z com E[Z] =0, Var[Z] =1 e coeficiente
de assimetria «y, uma aproximacao para o prémio stop-loss de Z com retencdo

d, é dada por:
E[(Z—d)+] = p(w(d))+ %W(d)w(vv(d)) —d(1—-®(w(d))).

Exemplo 3.8.4. (Comparando prémios stop-loss no caso de varidncias dife-
rentes)

Aqui vai-se comparar o prémio stop-loss de dois riscos com varidncias dife-
rentes e com o mesmo valor esperado. Primeiro, observe que se U é um risco

ndo negativo com probabilidade 1 e cuja média é u = E[U], entdo

Va;[U] _ /0°° {E[(u— 4] — (u— t)+}dt_
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Antes de prosseguir, faz-se a demonstracdo da igualdade anterior. Suponha

inicialmente que u—t < 0. Logo

[ {Ew=-0:0- -0 ae = [ e 00

:/Ooo/too(l—FU(u))dudt
:/OOO/OU(I—FU(U))dtdu

— /Ooo u(1 - Fy(u))du.

Por outro lado, sabe-se que sendo U um risco ndo negativo com probabilidade
1, entdo E[U?] =2 [5° u(1— Fy(u))du. Como 0 <E[U]=p<tete(0,00),
entdo =0, donde resulta que Var[U] = E[U?] e o resultado fica provado.

Suponha agora que u—t > 0. Logo

/OOO{E[(U— t)+]—(M—t)+}dt:/ooo{E[(U_t)+] (-}

:/°o /oo(l—FU(u))du—/t”mU)dt
_/ /(1—Fu(u))dtdu /(/Ouldt)du
_/ (1—Fy(u))du— /udu

0

— 2 [R—
= (- EW)°)
1
=5 Var[U].
Logo, se U e W tém o mesmo valor esperado u, entdo

Va;[U] B VarQ[W] _ /Ooo {E[(U_ t).] —E[(W — t)+]}dt.

Usando a aproximagdo da integral pela soma de Riemann com intervalos de

tamanho 1, tem-se que

i ML CEDREUEDR]

Acima, se os dois integrandos sdo aproximadamente proporcionais, entao

E[(U-t)4]—(u—1t)y _ VarlU]

EIW = 1)) = (u—t)s = Varl¥]’ (38.1)
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Esta aproximacao é exataseW = (1—1)u+1U, comE[U] = u e | ~Bernoulli(c)
independente de U, onde oo =V ar[W]/V ar[U].
Para tal note que, EW] =E[(1 - Hu+ U] = (1 —a)u+aE[U] = (1 —

a)u—+au = w. Agora vai-se calcular a fungdo de distribuicdo de W. Ora,

Fow(w)=P(W < w)
=P((1—Nu+1U<w|l=1)P(I =1)+P((1— Np+I1U < w|l =0)P(/ = 0)
=PU<w|l=1)a+P(u<w|/=0)(1-a)
=PU<w)a+Pu<w)(l-a).

Ora, se w < u, tem-se que Fy(w) = Fy(w)a, e se w > u, entdo Fy(w) =
Fu(w)a+(1—a).
Suponha entdo que u—t < 0. Logo o lado esquerdo de (3.8.1) fica igual

E(U-1)4] _ J& (1= Fy(u))du
E(W—1)2] [ — Fw())du
RO Fuu)du
-1+ a—aFy(u))du
IR Fy(e)du
S af(1-Fy(u))du
1 VarU]

o Varw]’

No outro caso, ou seja, u—t >0, tem-se que o lado esquerdo de (3.8.1) fica

igual a

E((U-t)]-(u—t) [77(A—Fy(u))du—(u—1t)
E(W—t)¢]=(u—1t)  [77(1—Fw(u))du—(u—1t)
B [ (L~ Fy(u))du—(u— 1)
JE(A=Fw(u)du+ [7°(1— Fy(u))du—(k—1)
= Fuw)du—(u—t)
Ta (- Fu(w)du—a(u—1)
1 VarlU]

“a Valw]’
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onde na segunda igualdade se teve em conta que, se u < u, entdo Fy(u) =
afy(u) e se u> u, entdo Fy(u) =oaFy(u)+(1—a).
Set>u, entdo (u—t); =0 e a aproximacdo (3.8.1) simplifica para a

regra empirica:
E(U-1)4] _ Varu]

E[(W —1t)4] ~ VarlW]’

Exemplo 3.8.5. (Avaliacdo numérica da regra empirica)

Ja foi visto acima que se U ~N(0,1), entdo

E[(U—1)4] = o(t) — t(1 - (1)).

Na tabela abaixo obtém-se os valores dos desvios dos prémios stop-loss de
N(0,1.01) e de N(0,1.25) expressos em termos do factor de correcdo dado

pela regra empirica:

t 7(t) fatores  de correcdo
para N(0,1) 1+0.01x 140.25x

0 0.3989 0.50 0.47
0.5 0.19780 0.89 0.85

1 0.08332 1.45 1.45
1.5 0.02931 2.22 2.35

2 0.00849 3.20 3.73
2.5 0.00200 4.43 5.84

3 0.00038 5.92 9.10
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3.9 Exercicios

1. Seja S=Xi+...+Xp,onde X;, i=1...N, as indemnizacdes individuais,
sao independentes e independentes da variavel aleatéria .
Calcule E[S], Var[S] e a fungcdo geradora de momentos ms(t) para os

casos em que N tem a seguinte distribuicdo:

(a) Poisson(\);
(b) Binomial(n, p);

(c) Binomial negativa(r, p).

2. Suponha que S tem funcdo de distribuicdo de Poisson composta de
pardmetro A =2 e p(x) = 1X—O x=1,2,3,4. Calcule P(S =s) para
s<4.

3. Resolva o exercicio anterior usando:

(a) o algoritmo do vetor esparso;

(b) o método recursivo de Panjer.

4. Complete a tabela do Exemplo 3.2.1 para x =0, ..., 6. Determine o valor

esperado e a varidncia de N, X e S.
5. Mostre que P(Z > x) =P(N < n) se Z~ Gama(n,1) e N ~ Poisson(x).

6. Suponha que S; tem distribuicdo de Poisson composta de parametro

1
A1 =4 e indemnizagdes p1(J) = 7 Jj=0,1,2,3, e que S, também tem

distribuicdo de Poisson composta de pardmetro Ao =2 e po(j) = > Jj=
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2,4

Se §1 e 55 sdo independentes, qual é a distribuicdo de S+ S57

Suponha que S tem distribuicdo de Poisson composta de pardmetro A
e distribuicdo discreta de indemnizacdes p(x), x > 0. Considere que Sg
tem distribuicdo de Poisson composta de pardmetro A\g = o O<a<l, e
distribuicdo de indemnizagdes po(x), onde po(0) =1—a e po(x) = ap(x)
para x > 0.

Mostre que S e Sp tém a mesma distribuicdo, comparando as fung¢des

geradoras de momentos respectivas.

Suponha que S; tem distribuicdo de Poisson composta de pardmetro
A =2 e distribui¢do de indemniza¢des dada por p(1) = p(3) = % Seja
So =51+ N, em que N tem distribuicdo de Poisson(1) e é independente
de S;.

Determine a funcdo geradora de momentos de S,. Qual é a distribuicdo

correspondente?

. Determine os parametros da distribuicdo de Poisson composta de Z de

valores inteiros para um dado a > 0, sabendo que a férmula recursiva de

Panjer é dada por
P(Z=s)=f(s) = % [F(s—1)+2f(s—2)], s=1,2,3,....

(Nota: Nao esquecer p(0).)



Capitulo 4

Teoria da Ruina

4.1 O modelo de Cramer-Lundberg a tempo discreto

Definicdao 4.1.1. (Processo de risco a tempo discreto) O processo de risco

U:={U(n)}n>0 é um processo estocastico definido para n> 0 por

Un)=u+cn— Y Sk,

n
k=1

onde:

U(n) representa o capital da seguradora no instante de tempo n;

e u=U(0) é o capital inicial;

¢ é o prémio (constante) recebido em cada periodo de tempo;

Sk representa a indemnizacdo agregada até ao tempo k.

Assume-se que as variaveis aleatorias {Sy}k>1 sdo independentes e identica-
mente distribuidas a uma variavel aleatoria S.

Também se assume que E[U(n)] > E[U(0)], ou seja, que ¢ > E[S] = .

Define-se o tempo de ruina como o primeiro momento 7 em que o capital
da seguradora é negativo, ou seja, U(n) < 0e U(j) >0 paratodoj=1,..., n—
1.
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Definicdo 4.1.2. (Tempo e probabilidade de ruina, probabilidade de sobrevi-
véncia)

O tempo de ruina T é o primeiro instante em que a ruina ocorre, ou seja,
T=min{n>1:U(n) <0}
e a probabilidade de ocorrer ruina para o capital inicial u é definida por
Y(u) =P (T < +oo|U(0) = u).
A probabilidade de sobrevivéncia para o capital inicial u é definida por
0(u) =1—9(u).

Aqui assume-se a existéncia da funcdo geradora de momentos de S para

r<aequelim,_,ms(r)=+oc.

Definicdo 4.1.3. (Coeficiente de ajustamento)
O coeficiente de ajustamento R é definido como a nica raiz positiva da

equacao E[er(s_c)} =1, onde r < a.
Nota 4.1.4. A equacdo acima é equivalente a ms(r) = e"c.

Exemplo 4.1.5. (S com distribuicdo de Poisson(6))

6(e"—1)

Ora, como ms(r) =e entdo, o coeficiente de ajustamento é a

solucdo positiva de (e —1) = rc, ou seja
fe"—rc=20.

Exemplo 4.1.6. (S com distribuicio Geométrica(p))

[ON
Q

Ora, como ms(r) = entdo o coeficiente de ajustamento

P
1—(1—p)er’
solugdo positiva de

(p+1)(e€)2+e—p=0.
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Exemplo 4.1.7. (S com distribuicdo Binomial(n,p))

Ora, ms(r)=[pe"+1—p]", entdo o coeficiente de ajustamento é a solucdo

positiva de
[per+ 1 _p]n —elC

Exemplo 4.1.8. (S com distribuicdo Uniforme(a, b))

br _ par ~ .o . ~ ~
Ora, ms(r) = {p=ay;. entdo, o coeficiente de ajustamento € a solucao
positiva de
br ar
e —e — alfcC
(b—a)r — e

Exemplo 4.1.9. (S com distribuicdo Exponencial(B))

Ora, ms(r) = % entdo o coeficiente de ajustamento é a solucdo positiva
de

(B—r)e“=p.

Exemplo 4.1.10. (S com distribuicio N(u,0?))

1.2,2 . .. . P ~
Ora, ms(r) = e 29°"" entdo o coeficiente de ajustamento é a solugcdo

2(c—u)
2 .

L 1.2,2 : AP
positiva de ur+50°r= =rc, isto é R = =

4.1.1 Aproximacao para o coeficiente de ajustamento

O célculo do coeficiente de ajustamento nem sempre é facil. Vai-se obter
agora uma aproximagao.
Note que ms(t) = E[et®], entdo

$ms(0)  d

d
ar log(ms(t))],_, = “me(0) ?th(O)'
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d? _ Ems(t)ms(t) — (&ms(1))?

d2 d 2
—5109(ms ()] o = (O | = 3ams(0)- (dtms(0)> .

Usando a expansdo em série de Taylor da funcdo exponencial, tem-se que

2¢c2

2!
donde resulta que $ms(0) =E[S]=p e Cf'%ms(o) = E[S?].

ms(t) =E[e™®] =E[1+tS+ !

+... ] =1+tE[S]+...,
Daqui se conclui que

= log(ms(t))] o =

d? B 5
12 log(ms(t))|,_, = Var[S] = 0,

e pela série de Taylor do logaritmo tem-se que

1
log(ms(t)) = ut+ Eaztz +...,

uma vez que log(ms(0)) = 0.

Ignorando termos de ordem superior a t2, tem-se que

1 2(c—
log(ms(r)) =rc< ur+ 502r2 ~rce R~ (02“),

Note que no caso da Normal a aproximacdo coincide com o valor exato obtido

acima.

Lema 4.1.11. Se S tem distribuicio composta, isto é, S = X1+ ...+ Xy

entdo
N 2ap1 E[N]

R~ :
(P2 — PEIN] + p2 Var(N]
onde p; = E[X'] e a > 0 é definido por ¢ = (1+a)E[N]p;.

Demonstracao

Pela série de Taylor da exponencial e do logaritmo, tem-se que
£2
log(ms(r)) =log(1+ tE[S]+ EE[SZ] +0(t%))
N 2 3
= tE[S]—i—EE[S |- E(E[S]) +0(t%))

= rp1E[N] + %r2 [E[N] (p2—p%) + p§Var[N]} :
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Daqui conclui-se que
rrEIN] + = 2L B[N (ps — p2) + p2Var(N)  ~
PLE[N]+ 5 r?{ EIN] (p2 = p}) + piVar(N) § ~ rc.

Considerando ¢ = (1+ a)E[N]p;1, obtém-se que

re=(1+a)E[N]rp1 ~ rpiE[N] + %ﬂ{E[N] (P2 = p3) + p3Var[N] |

er[(1+a)PEIN] ~ mEIN]| — 572 [EIN](p2 — 52) + pVar(N]] ~ 0
- 2(E[N](1+a)pr — p1E[N])
(2 — P)EIN] 1 p2Var[N]
N 20p1 E[N])
SR s~ PDEIN] + p2Var N

4.2 Processo de risco a tempo continuo

Definicdo 4.2.1. (Processo de risco a tempo continuo)

O processo de risco é um processo estocastico definido por
U(t)=u+ct—5(t), t>0,

onde:

U(t) representa o capital da seguradora no instante de tempo t;

u=U(0) é o capital inicial;

c € o prémio (constante) por unidade de tempo;,

S(t) = X1+ Xo+ -+ Xy(p) representa o montante total de indemniza-
¢cées, em que N(t) é o nimero de indemnizagcbes até ao instante de

tempo t e X; é o valor da i-ésima indemnizacao.
Assume-se que

e {X;}i>1 € uma sequéncia de variaveis aleatdrias independentes e identi-

camente distribuidas a uma variavel aleatéria X.
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e {X;}i>1 sdo independentes de N(t) para todo t > 0.

e {N(t)}+>0 € um processo de contagem, além disso & um processo de

Poisson.
e E[X]=p>0.

O processo de risco também é designado por Modelo classico de Cramer-
Lundberg.

A Figura 4.1 ilustra uma realizacdo tipica do processo de risco.

u

Figura 4.1: Processo de risco U(t).

Para / > 1, a variavel aleatéria T; representa o instante de tempo em que
ocorre o i-ésimo pagamento de indemnizacdo. O declive do processo é ¢
se ndo existirem indemniza¢cdes, mas, se t = T; para algum j, entdo, nesse
instante, o capital diminui X; unidades, que corresponde ao valor da j-ésima

indemnizacao.
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Como em T4 o montante total das indemnizacdes X1+ X+ Xz + X4 &
mais elevado do que o capital inicial v mais o prémio cT4, entdo o resto,
U(T4), € menor do que 0.

Este estado do processo designa-se por ruina e o primeiro instante de tempo
em que a ruina ocorre é representado por T.

Assim,
T min{t|t>0, U(t) <0};
"] oo seU(t) >0 para todo o t.

Definicao 4.2.2. (Probabilidade de ruina)
A probabilidade de T ser um tempo finito, partindo do capital inicial u, é

designada por probabilidade de ruina e é representada por
PY(u) =P(T < oo|U(0) = u).

Definicdo 4.2.3. (Probabilidade de sobrevivénvia)

A probabilidade de sobrevivéncia é definida por
6(u) =1—9(u).

Definicdo 4.2.4. (Processo de Poisson)
O processo N(t) é um processo de Poisson se para alguma intensidade

A >0, os incrementos do processo sdo tais que
N(t~+h)— N(t) ~ Poisson(Ah)
para todo o t >0, h> 0 e realizacdo N(s), s < t.
Num processo de Poisson, os incrementos tém as seguintes propriedades:

e 0s incrementos sdo independentes: se os intervalos (t;,t; + h;), i =

1,2,..., sdo disjuntos, entdo N(t;+ h;) — N(t;) sdo independentes;

e 0s incrementos sdo estacionarios: N(t+ h)— N(t) tem distribuicdo de
Poisson(\h), Vt.
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Também podemos considerar incrementos infinitesimais N(t+dt) — N(t)
em intervalos infinitesimais (t,t+dt), onde o nimero infinitesimal dt é posi-

tivo, mas menor do que qualquer niumero real maior do que 0.

Para o processo de Poisson tem-se:

P(N(t+dt)—N(t) =1|N(s),0<s<t) = e Mxdt=dt,
P(N(t+dt)—N(t)=0[N(s),0<s<t) = e M =1_)dt,
P(N(t+dt)—N(t) >2|N(s),0<s<t) = 0.

Estas igualdades sdo validas se ignorarmos os termos de ordem superior ou
igual a (dt)?. Para tal basta notar que e 2t =1 — X\dt 4+ O(dt)?.

Outra forma de definir o processo &, considerando os tempos de espera
Wy =T, W;=T,-T;—1, j=2,3,....

Os tempos de espera sao varidveis aleatoérias independentes de distribuicdo
Exponencial()\) e também sdo independentes da realizagdo do processo. Se H
representa uma realizacdo arbitraria do processo até ao instante de tempo t

com a propriedade T;_1 = t, entdo
P(W; > h|H) = P(N(t+h)— N(t) = 0|H) = e .

Se N(t) & um processo de Poisson, entdo S(t) é um processo de Poisson
composto; para t = ty fixo, as indemnizagdes S(tg) tém distribuicdo composta
de Poisson com parametro Atp.

Suponha que o primeiro acidente ocorre no tempo 71, o0 segundo no tempo
T>, e assim sucessivamente. Até a ocorréncia do primeiro sinistro, este pro-
cesso toma o valor 0. Em cada um dos tempos seguintes, o processo vai

tomando valores espacados de uma unidade.
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N(t)
4 -——
3 0
2 —-0
1 —-0
*—O
0T T» Ts Ta t

Figura 4.2: Processo de Poisson N(t).

Vai-se exigir que o valor do prémio ¢ seja tal que E[U(t)] > E[U(0)], ou
seja, E[U(t)] = u+ ct —E[X]E[N(t)] = u+ ct — At > E[U(0)] = v, isto &,

c > M. Sendo assim faz sentido introduzir o coeficiente de seguranca:

Definicao 4.2.5. (Coeficiente de seguranca)

O coeficiente de seguranga 6 > 0 é definido através de ¢ = (1+6)\u.

Definicdo 4.2.6. (Coeficiente de ajustamento)
O coeficiente de ajustamento R > 0 para indemnizacées X >0 com E[X] =

w >0 é a unica solucdo positiva da sequinte equacdo em r:
14+ (1+0)ur=mx(r).

O coeficiente de ajustamento também pode ser determinado a partir da
seguinte equagdo que é equivalente a anterior: A+ cr=Xmx(r), ouse t=1
a partir da equacdo e"® = E[e"°], ou a partir da equacdo

o0 c
/ ™ (1 = Fx(x))dx = <.
0 A
Para provar as equivaléncias anteriores faz-se o seguinte. A primeira é imediata

pela definicdo de coeficiente de seguranca. A segunda resulta do facto de
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que como S tem distribuicdo de Poisson composta de pardametro A, entdo
ms(r) = eMmx(N=1) e 3 equacio e’ = E[e"®] fica igual a "¢ = eMmx(n)-1),
ou seja, A+ cr =Xmx(r). Finalmente, para provar a terceira equivaléncia,

tem-se que

/Ooo e™(1— Fx(x))dx = /OOO erx/:o dFx(y)dx

:/OOO(/Oyeerx>dFX(y)

= [7 e ~1aF)
0 r

mx(r)—1
e

E possivel provar que a equacio 14+ (1+6)ur = mx(r) tem apenas uma
raiz positiva. Para tal ter-se-a que impor a seguinte condigdo sobre a va-
riavel aleatdria X, nomeadamente, a existéncia de um nimero a > 0 tal que
lim,—,mx(r) =oc. Agora, observe que a fungdo f(r)=1+(1+0)ur é linear
em r, passa por (0,1) e tem declive (1+6)u. Por outro lado, lim,—,,mx(r) =
0o, mx(0) =1, mh(r) =E[Xe™], m\(0) =u, my(r) =E[X?e"X]. Note que
acima derivou-se a fungdo mx(r) em ordem a r, passando a derivada para
dentro da esperanca, uma vez que a esperanca € uma integral com respeito
a X e ndo a variavel r. Daqui conclui-se que, mx(r) é uma fungdo cres-
cente, convexa e passa por (0,1). Como 6 >0, f'(0) > m’.(0). Considerando
a fungdo g(r) = f(r) — mx(r), verifica-se que g(0) =0, ¢'(0) =6u >0 e
g"(r)=—mi(r) <0, uma vez que X é positiva. Logo a fungdo g anula-se em
r =0, é crescente numa vizinhang¢a de r =0 e & cOncava, logo tem que se anular
num outro ponto r = R. Daqui conclui-se que a equagdo 1+ (1+6)ur=mx(r)
tem 2 solugdes, uma trivial (r = 0) e outra positiva r = R que é o coeficiente

de ajustamento (veja a Figura 4.3).
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1+(140)ur

0 R r
Figura 4.3: Determinacdo do coeficiente de ajustamento R.

Exemplo 4.2.7. (Coeficiente de ajustamento para uma distribuicdo exponen-
cial)
Suponha que X tem distribuicdo exponencial de pardmetro 3 = % @)
coeficiente de ajustamento correspondente é a solucdo positiva de
¢
B—r
/6]

para r <. As solugées desta equagdo sdor=0er=R= 5.

14+ (1460)ur=mx(r)=

Exemplo 4.2.8.

Considere o processo de risco U(t) = u+ct—S(t), t >0, em que a dis-
tribuicdo das indemnizacdes € discreta com p(1) = p(2) = 3.
Determine o coeficiente de seguranca 6, sabendo que o coeficiente de ajusta-
mento é dado por R =log3.

O valor esperado das indemnizacées discretas é u = E[X] = % e a funcao
geradora de momentos correspondente é

mx(r) = % (e"+e).

Substituindo estas expressées na formula mx(r) =1+ (1+0)ur, obtém-se
1

3
5( "+e?) =1+5(1+6)r
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Como o coeficiente de ajustamento é dado por r = R =log 3, entdo resolvendo

a equacdo anterior em ordem a 6, resulta que

10
0= —1~2.03413.
3log3

Exemplo 4.2.9.

Considere o processo de risco U(t) = u+ct—S(t), t >0, em que o capital
inicial é u =10 e em que as indemnizacdes X tém distribuicdo exponencial de
pardmetro B = 12. Sabe-se ainda que o coeficiente de seguranca é dado por
0 =5. Determine o coeficiente de ajustamento R.

Dado que X segue uma distribuicdo exponencial de pardmetro B = 12,

entdo tem-se que
1 (1) 12
= — r)= .
=1 X 12_r

Assim, a equacdo my(r) =1+ (146)ur fica da forma

Esta equacao é quadratica em r e resolvendo-a em ordem a r, obtém-se r =0

e o coeficiente de ajustamento r = R = 10.

4.3 Teorema fundamental do risco

Teorema 4.3.1. (Teorema fundamental do risco)
Para u >0, tem-se que

o—Ru

[e=RUMIT < o0]’

u)=
V()= 2
onde R representa o coeficiente de ajustamento.

Demonstracao

Para quaisquer t > 0, r > 0 tem-se

E[e_ru(t)] _ E[e—rU(t)|7— < t]P(T < t) + E[e—rU(f)|T > t]P(T > t).
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Como U(t) = u+ct—S(t), entdo

E[e_ru(t)] — e—ru—rctxt(mx(r)-1)

Para r = R, tem-se que E[e” RU(D)] = g=Rug=Ret At(mx(R)—1) — o—Ru,

Para T <t pode escrever-se
ut)=U(T)+c(t=T)—[s(t)—=S(T)],

donde resulta que

E[e—rU(t)|T < t] _ E[e—rU(T)—rc(t—T)+r[S(t)—S(T)]|7— < t]

— e r(t=DE[eUMHISO-SMDN T < ¢].

Agora, usando o facto de que T <t entdo U(T) e S(t)— S(T) sdo inde-
pendentes e como S(t) — S(T) tem distribuicdo de Poisson composta com

parametro A\(t—T), a expressdo atras fica igual a

efrc(th)E[efrU(T)H— < t]ek(th)[mX(r)fl]’

e como R & o coeficiente de ajustamento, simplifica para E[e”RV(T)|T < ¢].

Logo,
e RU = E[e RVDIT < t]P(T < t) +E[e RVO|T > t]P(T > t).
Agora note que lim;o P(T <t) =P(T < o0). Logo,

e = lim {E[e™RUM|T < {P(T < 1) +E[e™™O|T > (R(T > 1)}

t—o0
=E[e RYT < x0]P(T < o0) + Jim E[le RUOIT > t]P(T > t)
(4.3.1)

Para terminar a prova basta provar que

Jim E[e RUO|T > +]P(T > t) = 0.
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Ora, usando o facto de que como T > t entdo U(t) > 0, tem-se que
E[e RUOIT > t]P(T > t) = E[e RV T > 1]
=E[e RV T > +,0 < U(t) < uo(t)]
+E[e RV T > ¢ U(t) > ug(t)]
=E[e YT > +,0 < U(t) < up(H)]P(T > t,0 < U(t) < up(t))

+E[e RYOIT > ¢, U(t) > up(t)]P(T > t, U(t) > up(t))
< P(U(t) < uo(t)) +E[e~ R,

Se lim¢— o0 Up(t) = 00, entdo
lim E[e"R®(®] =0.
t—o0
Note que
E[U(t)] = u+ct—uit = u(t),
Var[U(t)] = tAus.

Sendo assim, escolhe-se, por exemplo

uo(t) = pu(t) — t*3 Ao
Note que

tan;o to(t) = oo,
logo

lim E[e"R®%(®] =0.
t—o0

Por outro lado, da desigualdade de Chebychev, resulta que

P(U(t) < uo(t)) = P(U(t) — u(t) < —t*Auo)

< PU(E) = p(t)] = t232p0)
Var[U(t)] C
< t4/3u%>\2 S t1/3’

que tende a 0, quando t — oo.
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Logo, tomando o limite quando t — oo na igualdade (4.3.1) obtém-se
e R = E[e RVD|T < o0]P[T < o0,

ou seja,

e—Ru

E[e RUM|T < oo]

Y(u) =

Corolario 4.3.2. (Desigualdade de Lundberg)

Para u >0, tem-se que
P(u) < e R,
onde R representa o coeficiente de ajustamento.

Demonstracao
Esta desigualdade pode facilmente ser obtida a partir do Teorema Funda-
mental do Risco, tendo em conta que o denominador excede o valor 1, porque,
dado o capital no momento da ruina, U(T) é necessariamente negativo.
O
O coeficiente de ajustamento tem a propriedade de E[e_RU(t)] ser cons-

RU(t

tante em t. Assim, {e”RU(D},5 & um martingal. Pois, como U(t) =

u+ct—S(t) e S(t) tem distribuicdo composta de pardmetro At, tem-se que

Ee "U0] = Ele RUret=sOl] = e=Rv [e=Reexp{A(mx(R) — 1)}’

= e R

Nota 4.3.3. (Consequéncias do teorema fundamental do risco)
1. Se6—0, entdo R— 0, logo Y(u) — 1.
2. Se <0, entdoP(u)=1 (a ruina é quase certa!)

3. Se b é uma cota superior para as indemnizacdes particulares, entdo
TIJ(U) ~ e~ R(u+b)



118 O modelo de Cramer-Lundberg a tempo discreto

4. Fixado u >0, tem-se que limg_ ¥ (u) =0, ou seja, quanto maior for

o coeficiente de ajustamento, menor sera a probabilidade de ruina.

5. Fixado R > 0, tem-se que lim .o (u) =0, ou seja, quanto maior for

o capital inicial, menor sera a probabilidade de ruina.

Para provar a primeira consequéncia note que para g(r) = f(r)—mx(r),
tem-se que g(0) =0, ¢'(0) =6u e g"(r) = —mi(r) < 0. Quando 6 — 0,
tem-se que ¢g'(0) = 6u — 0. Daqui resulta que proximo de r =0 a funcdo g é
constante e nula, e como para além disso é céncava, ela ndo possui nenhum
outro zero para além de r =0. Logo o ponto de intersecdo de mx(r) e f(r) é
tnico, ou seja, R — 0, e pela desigualdade de Lundberg, uma vez que u > 0,

tem-se que PY(u) — 1.

Para provar a terceira consequéncia referida acima note que por definicdo
de T, tem-se que U(T~) > 0. Como o valor maximo da indemnizacdo é b,

tem-se que U(T) > —b, veja a figura abaixo.
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X1

SXmax

u(),/

Y

Ty Tz Tz Ta

Ts=T

Também se pode pensar no seguinte argumento alternativo. Como Fx(b) =
1, tem-se que X; < b, e assim
N(T)
— Z Xi==X1—...—Xne) = —b,
i>1

ou seja, —=S(T) > —b. Como u>0 e c >0, entdo conclui-se que

U(T) > —b.
Assim, e RU(T) < eRP e portanto, do Teorema Fundamental do risco obtém-
se
efRu
Y(u) > “oRb

ou seja P(u) > e RW+b),
As consequéncias 4. e 5. decorrem facilmente da desigualdade de Lund-

berg.
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Exemplo 4.3.4. (X com distribuicdo exponencial de pardmetro 6)

Comeca-se por verificar que —U(T) também tem distribuicdo exponencial
com parametro 9.

Para tal, seja T o instante em que ocorre a ruina, 0 o capital imediata-
mente antes de T e seja y > 0. Note que os acontecimentos —U(T) >y e
X > 0+ y|X > 0 sdo equivalentes. Se —U(T) >y entdo U(T) < —y, logo a
indemnizacdo que deu origem a ruina tem que ser superior ao valor imedia-
mente antes da ruina, nomeadamente (i, mais y, ou seja tem que ter ocorrido
ruina, portanto X > (i, e condicionando a esse facto tem que se ter X > i+ y

(veja a Figura 4.4 para uma melhor compreensao).

u(t)

1] /
u/ X>0+y

t1 to t

Figura 4.4: Processo U(t) com X > {i+y.

Assim para 'y >0

P(—U(T)>y|T <+o0) =P (X > d+y|X > 0)
_P(X>a+y,X>0)
a P(X > 0)
P(X>d+y)
P(X > 0)
e—0(d+y)

o060
=e ¥ =P(X>y).
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Logo condicionando a T < +oo, —U(T) tem distribuicdo Exponencial de
parametro § e portanto, E [e"RU(|T < 4o00] = 725, 0> R, por ser a funcdo

geradora de momentos de uma exponencial de pardmetro 6.

Seja o o coeficiente de seguranca dado por a = ﬁ —1 e recorde que

R= 1‘%[. Logo
e—Ru e(fozeu/(1+a))
V) = e RN T < Tod] — (550)
_ =R (casu/ta) 1 (~abu/(140))
1+a
Nota 4.3.5. Note que ¢¥(0) = 14%0‘ e como o = ﬁ —1, obtém-se (0) = A—C“

Nota-se que esta igualdade ndo é particular das indemnizacbes com distribuicdo
exponencial, mas na verdade vale no caso geral, como se ira observar no Lema
4.4.4.

4.4 Equacoes funcionais para a probabilidade de ruina

Teorema 4.4.1. Para u> 0, tem-se que

>\ u
W) = [~ [ = 08F) - 0- Flw)].
Demonstracao
Comeca-se por fixar um intervalo de tempo infinitesimal (0, dt) e faz-se a
seguinte decomposicdo, tendo em conta o nimero de acidentes que ocorreram

nesse intervalo, ou seja, N(dt). Logo,
Y(u) =P (T < +o0)
=P (T <400, N(dt) =0, N(dt) =1, N(dt) > 2)
=P (T <+4o00,N(dt) =0)+P(T < +oo, N(dt) =1)
+P (T < +oo, N(dt) > 2)
=P (T < +oo|N(dt) = 0) P(N(dt) =0)
+P (T < +oo|N(dt) = 1) P(N(dt) = 1)
+P (T < +oo|N(dt) > 2) P(N(dt) > 2).
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Por definicdo de processo de Poisson homogéneo tem-se que
P(N(dt) =0) =1— X\dt,
P(N(dt) =1) = X\dt,
P(N(dt) >2) = o(dt).
Por outro lado,
P (T < +oo|N(dt) =0) =P (T < 400|S(dt) =0)
=P (T < +oo|U(dt) = u+ cdt) = 9(u+ cdt),
P(T < +oo|N(dt) =1) =P (T < 400, X > u+cdt|N(dt) = 1)
+P (T < +o00, X < u+cdt|N(dt) =1)
utcdt
:(l—FX(u—i—Cdt))+</O w(u+cdt—x)dFX(x)>,
P (T < +oo|N(dt) > 2) = o(dt).

Assim,

u+cdt
B(u) = (1— 2D P(u + cdt) +>\dt/0 W(u+ cdt — x)dFx (x)

+Xdt (1 — Fx(u+cdt))+o(dt).
Ou seja,
Y(u) =y (u+ cdt)
_dt [¢(u+cdt)—/o

U+Cdt1/)(u+ cdt —x)dFx(x)—[1— Fx(u-+ Cdt)]:| + o(dt).

Donde se conclui que,
Y(u+cdt) —9(u)
cdt

Se€ escreve como

o(dt)
cdt

by u+cdt

= [w(u—I— cdt) —/ PY(u+cdt —x)dFx(x) —[1— Fx(u+ cdt)]} +
0

Fazendo dt — 0, segue que

W) = [~ [ u—0eFx - 1= Fwl].
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Nota 4.4.2. Como consequéncia do teorema anterior, resulta que para u >0

§(u) = % [5(u)—/0u6(u—x)d/—_x(x)} | (4.4.1)
Para tal note que
o' (u) = (1—y(uv)) =—¢'(uv)
= +6(u)+/ou(1—6(u—x))dFX(x)+(1—Fx(u))}

= +6(u)+/oudFX(x) —/Oué(u—x)dFX(x)—i—l—FX(u)}

al> o> o>

:6(u)—/0u6(u—x)d/—_x(x)] .

Usando a igualdade obtida no teorema anterior, obtém-se uma expressao

para ¥(u) no teorema seguinte.

Teorema 4.4.3. Parau>0
N +oo A (Y
V() =2 [T =0yt 2 [Thu—x 1= Fx(0)dx
De forma equivalente, para u >0,
6(u):6(0)+>c\/ 0(u—x)(1— Fx(x))dx. (4.4.2)
0

Demonstracao

Comecga-se por integrar (4.4.1) entre 0 e t, ou seja

/Otél(u)du— % [/Oté(u)du—/Ot/(;ué(u—x)d/—'x(x)du} (4.4.3)

Pelo Teorema de Fubini e fazendo uma mudanca de variavel y = u— x, tem-se

que

5(t) = 6(0)+>C\/Ot6(u)du— A/Ot (/Otxé(y)dy)dFX(x).

C

Seja agora, /(v) = [y 6(y)dy. Fazendo integracdo por partes, obtém-se

5(6)~6(0) = 216 2 (10~ [ ()1~ Fx()ex),
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ou seja, .
A
6(6) =800+ [ 8(¢ =x)(1 = Fx(x))dx.
0
Agora note que como 6(t) =1 —1(t), tem-se pela igualdade anterior que

1= 9(0) =1-9(0)+ = [ A=9(t—x)(1 - F())dx,

ou seja, s e
V(O =9(0) - [ (1= 9(e=x)(1~ Fx()dx.

Agora, pode-se escrever a expressao atras como:
At A [T
WO =0 =2 [ (1= Fx(0)dx+ 2 [ p(E=x(1—Fx()dx. (44.4)

Pelo Lema 4.4.4 tem-se que ¢(0) = A—C“ e portanto, os dois primeiros termos

da expressdo anterior podem ser escritos da seguinte forma:

O -2 [ Fxtax="2 -2 ["a - Fxtax=2[u— [ 1= Aoy
-2 [/Omu — Fx(x))dx — /Ot(1 ~ Fx(x))dx]
A

+o00
:f/ (1= Fx (x))dx,

CJt
Ao substituir o resultado anterior em (4.4.4), obtém-se a expressdo (4.4.3).
O

Lema 4.4.4. Para o capital inicial nulo, isto é, u=0, tem-se que

Y
e

¥(0)

Demonstracao
Por (4.4.2) e como §(-) <1, tem-se que

3(u) ~5(0) < 2 [ = Fxtnax

Logo N
im 5(u)—6(0)§>\/0 (1— Fx(x))dx = 24

u—+00 C
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Mas lim,—+000(u) =1, donde resulta que

AL
>1——
6(0)21-"=.

Pela Desigualdade de Lundberg, Corolario 4.3.2, §(u) > 1—e~ R, logo por
(4.4.2) tem-se que

6(u)—6(0) > i/o [1— e RU=I[1— Fx(x)]dx

A

= c/ou[l — Fx(x)]dx — i\e_R“/Ou e [1 — Fx(x)]dx.

Fazendo u — +oo, pela definicdo de coeficiente de ajustamento, tem-se

que
15002 2 [ Fx(lan =22,
CcJo C
ou seja
5(0) < 1—%“.

0

Termina-se este capitulo com o célculo da funcdo geradora de momentos
de =/ (u).
Teorema 4.4.5. Parau>0
o
| e v w)du=
0

Demonstracao

) mx (I’) —1
1+01+(1+0)ur—mx(r)

Pelo Teorema 4.4.1 tem-se que

/ ol (1)) du = =2 / " ery(u)du
0 C 0
N——

I(r)
)\ 0 u
—i——/ e”’/ Y(u—x)dFx(x)du
¢ Jo 0
1(r)
>\ o ru
+f/ (1 — Fy (1)) du.
c.Jo

111(r)
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Agora note que

///(r):i/oooef“/uoo dFX(y)du:>C\/OOO</Oyer“du>dFX(y)

:er/ooo(e,y —1)dFx(y) = %(mx(f) -1)
1
:m(mx(l’) — 1)

Por outro lado, fazendo integracdo por partes e usando o facto de que

limy—o0®(u) =0, tem-se que

/Ooo e (=4 (1)) du = $(0) + r/ooo e ip(u)du=P(0) +rI(r).  (4.4.5)

Sendo assim, tem-se que //(r)+111(r) =(0)+ (r+X/c)I(r). Agora vai-se

calcular /(r). Pelo Teorema 4.4.3 tem-se que

l(r):i\/oooer“/uoo(l—Fx(x))dxdu—l—i\/oooer“(/ouw(u—x)(l—FX(X))dx>du.

A(r) B(r)

Agora note que, aplicando o Teorema de Fubini duas vezes, tem-se que

Ar) = A/Ooo (/()Xer“du)(l—/—_x(x))dx: A/OOQ L F(x))dx

C

— /ooerx / dFx(y dx—i OOO</Oy(erX—1)dX)dFX(Y)

-2 722 )de(y) A( (mx(r)~1) — ).

cr r

Daqui conclui-se que

1) = 2 (Fmx(r) 1)~ ) +B(r).
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Finalmente calcula-se B(r). Ora
>\ > ru “
:—/ e / PY(u—x)(1— Fx(x))dxdu
cJo 0

= i/ooe(l - Fx(x))</XOO e”’w(u—x)du) dx
=2 [Ta-mon( [ e uw)dy) ax

c

=2 [Tera—rxt)( [ e widy) ax

C
:/(r)x/oo e /OO dFx(x)) dx
—/(r)/ / e dx) dFx(y)
=102 [T R

= 1) 2 (mx(r) 1)

Sendo assim, tem-se que

1) = 2 () = 1) =) +10) ()~ 1),

ou seja,

1) =2 (R m(r) = 1) = ) 1) 2 (mx(r)~ 1)
_A mx(r)—1—pur
~crer—Xmx(r)—1)

Logo, substituindo /(r) em (4.4.5) e pelo Lema 4.4.4, obtém-se o resultado.
O
Agora vai-se usar o resultado do teorema anterior para se obter expressoes

exatas da probabilidade de ruina.

Exemplo 4.4.6. (X com distribuicdo exponencia/ de parametro 1)
Neste caso tem-se que mx(r) = , ser<1. Logo,
4 1 Y0

> ru /
—_ d = = )
/o e (v (u))du 1+014+(1+0)r—1= ~y-—r
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ondey=06/(1+0) ed=1/(1+86). Logo, como

/O‘”eru<— (;(u)>du: 'yfir'

a funcdo geradora de momentos de uma exponencial de parametro vy é %

resulta pela unicidade da fungdo geradora de momentos, que # tem que

coincidir com a funcado densidade de probabilidade da exponencial de pardmetro

7, ou seja,
—9'(u)
0

Integrando ambos os membros da igualdade anterior entre x e oo e usando o

=ye Y.

facto de que lim, oo ¥(u) =0, obtém-se

",b(u) — _e—'yu’
0
ou
donde resulta que Y(u) = —de " = %Jree*m = 1—}ree_R“.

Exemplo 4.4.7. (X com distribuicdo exponencial de pardmetro (3)

Lembre que neste caso tem-se que mx(r) = L% ser<p. Logo,

0 [%—1 o)

01+ (1405 -FE v

| e v
ondey=p6/(1+6) ed=1/(1+0) e, entdo, como

/Oooe”’<_ (;(U)>du:,y,1r,

resulta que a funcdo geradora de momentos de —'(u)/é € igual a % Ora,

esta também é a funcdo geradora de momentos de uma variavel aleatoria
com distribuicdo exponencial de pardmetro «y. Logo, pela unicidade da funcdo
geradora de momentos, resulta que # tem que coincidir com a funcdo
densidade de probabilidade da exponencial de pardmetro -y, ou seja,

_'lp/ u _
6( e " uz0)-
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Integrando ambos os membros da igualdade anterior entre x e oo e usando o
facto de que lim,— 00 ¥(u) =0, obtém-se

Y(u) _

5~ ¢ oy

donde resulta que (u) = e = 15e(=FO/(1+9) " que coincide com o valor
obtido anteriormente, tendo em conta que u > 0. Neste caso tem-se que

mx(r) = ﬁ ser <1. Logo,

[ ereitpan- o Tt
e — = = s
0 e 14014+ (1+0)r—1= ~Y—r

ondey=0/(1+6) ed=1/(1+80). Logo, como
!/
*° ruf — (U) _ Y
/Oe( 5 )du_fy—r'

a funcdo geradora de momentos de uma exponencial de pardmetro v é %

resulta pela unicidade da funcdo geradora de momentos, que % tem que

coincidir com a funcao densidade de probabilidade da exponencial de parametro

7y, ou seja, )
—1P6(U) :,yef'yu-

Integrando ambos os membros da igualdade anterior entre x e oo e usando o

facto de que lim,_ ¥ (u) =0, obtém-se

'lp(U) — _e VU
5 :
Ou
donde resulta que P(u) = —6e " = g€ 1 = 2pe R

Exemplo 4.4.8. (X com distribuicdo que é mistura de exponenciais)
Suponha que 6 = 0,4 e que fx(x) = %3e‘3x + %76_”. Vai-se encontrar

Y(u). Note que X tem fungdo densidade de probabilidade que é soma convexa

da funcdo densidade de probabilidade da exponencial de pardmetro 3 e da

exponencial de pardmetro 7. Logo mx(r) = %% + %% se r < 3. Daqui

© =Y (u) 0 6e
/0 € ( 0 )du_l—r+6—r'
onde § =24/35 ee=1/35. Logo, P(u) =de ! +ee 0.

resulta que
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4.5 Exercicios

1. Mostre que as equacdes para o coeficiente de ajustamento:

14+ (14+0)u1r=mx(r)

mc,s(—/’) =1,

onde u1 = E[X], 6 representa o coeficiente de seguranga e ¢ o prémio,

sao equivalentes.

2. Considere um processo de risco, em que as indemnizacdes individuais
tém distribuicdo Gama(2,2), o valor do prémio é c=1.1e A=1.

Determine o coeficiente de ajustamento R.

3. Sabendo que e™ > 1—|—rx—|—%(rx)2 para r >0 e x > 0, mostre que o

coeficiente de ajustamento R satisfaz a desigualdade R < 20&, onde 6

2
representa o coeficiente de seguranca e u1 = E[X], uo = E[X?].

4. Considere um processo de risco, em que a funcdo densidade de probabi-
lidade das indemnizacdes é dada por p(x) = % (3e7*+7e7™), x>0,
e o coeficiente de seguranca é 6 =0.4.
Determine os valores de t para os quais mx(t) é finita e determine o

coeficiente de ajustamento R.

5. Considere o modelo classico de Cramer-Lundberg e denote por S; o
processo das indemnizacSes agregadas definido por S; = Z,N:fl X;, onde
N designa o processo relativo ao nimero de indemnizacdes e para cada

i > 1 denotamos por X; o montante da /-ésima indemnizacdo.

(a) Mostre que a esperanca de S; satisfaz a igualdade E[S¢] = E[N{E[X1] =

Mt. Esta igualdade é conhecida como equacao de Wald.
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(b) Mostre que a fungdo caracteristica de S; é dada por ¢s,(s) =
mp, (log(px, (s))), onde my, € a fungdo geradora de momentos de N; e

px, € a funcdo caracteristica de Xj.

(c) Mostre que a funcdo geradora de momentos de S; é dada por
ms, (s) = mpy,(log(mx, (s))), onde mp, € a fungdo geradora de momen-

tos de Nt e mx, € a funcdo geradora de momentos de Xj.

. No modelo classico de Cramer-Lundberg definimos o coeficiente de ajus-

tamento R como a solucao positiva da equacao:

o rx _C
/O e (1- F(x))dx = 5.

Mostre que é equivalente definir o coeficiente de ajustamento como a
solucdo positiva da equacdo E[er(sf_”)] =1 ou também como a solu¢do

positiva da equacdo rc = A(mx,(r) —1).

. Seja {Nt}>1 0 processo relativo ao nimero de indemnizag¢des definido
por Ny :=%>1 1{T,§t}- Sabendo que para cada t > 0, N; é uma variavel
aleatoria com distribuicdo de Poisson com pardmetro At e que 0 processo
tem incrementos independentes, mostre que para s < t o incremento
Nt — Ns tem distribuicdo de Poisson com parametro A(t —s). {N¢}e>1

€ um processo de Poisson a tempo continuo.

. Suponha que no modelo classico de Cramer-Lundberg, a distribuicdo do
montante de indemnizacdes particulares é Uniforme e que o montante
de cada indemnizacdo particular tem o valor maximo de 8 unidades mo-

netarias.

(a) Descreva a fun¢do de distribuicdo do montante das indemniza¢des

particulares.

(b) Encontre o valor minimo para ¢, i.e. o valor minimo para a taxa

constante a que chegam os pagamentos a seguradora.
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10.

11.

(c) Determine o coeficiente de ajustamento.

. Suponha que no modelo classico de Cramer-Lundberg, a distribuicdo do

montante de indemnizacdes particulares é exponencial com pardmetro
6> 0.

(a) Descreva a fungdo de distribuicdo do montante das indemniza¢Ges

particulares.

(b) Encontre o valor minimo para ¢, i.e. o valor minimo para a taxa

constante a que chegam os pagamentos a seguradora.
(c) Determine o coeficiente de ajustamento.

(d) Verifique que se 0 cresce entdo a probabilidade de ruina decresce.

Interprete o resultado.

Sabendo que u = 10.000, o montante das indemnizacdes particulares
tem distribuicdo exponencial com pardmetro 6 =1/100 e que o nimero
médio de indemnizacdes que ocorrem até ao tempo t € 5t, encontre c,
R e obtenha a estimativa para ¥(u). Analise a dependéncia de i em 6

eem u.

Considere o modelo classico de Cramer-Lundberg.

(a) Mostre que E[S¢] = E[X1]/E[T1]. (Sugestdo: use a equacdo de Wald

e o facto de N; ser um processo de Poisson de parametro \t.)

(b) Supondo que a distribuicdo das indemnizacdes particulares é expo-
nencial de parametro B > 0, determine o valor minimo para os prémios,
i.e. o valor minimo para c¢; a funcdo caracteristica de S;; o coeficiente

de ajustamento e o valor médio do capital da seguradora no tempo t.

(c) Determine o nimero minimo de indemniza¢des que terdo de ocorrer

até ao tempo t = 100 para que o valor médio do capital da seguradora
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12.

no tempo t seja negativo, sabendo que o capital inicial € de 10000 u.m.,
o valor do prémio é de 200 u.m. e o valor médio do montante das

indemniza¢des particulares é de 500 u.m.

(d) Suponha que a distribuicdo das indemnizag¢Ges particulares é expo-
nencial de pardmetro B > 0. Determine o nimero minimo de indemni-
zacdes que terao de ocorrer até ao tempo t para que o valor médio do

capital da seguradora no tempo t seja negativo.

Na geréncia de uma seguradora verificou-se que o montante das indem-
nizacdes particulares aquando da ocorréncia de um sinistro, depende da
gravidade do sinistro e o montante a indemnizar ao segurado pode ser
de 100 u.m., 200 u.m., 500 u.m. ou 1000 u.m. Quantos mais danos sdo
causados ao segurado, maior é o valor da indemnizacdo. A probabilidade
de indemnizar o segurado em 100 u.m. é trés vezes a probabilidade de
indemnizar um segurado em 1000 u.m. e a probabilidade de indemnizar
um segurado em 500 u.m. é duas vezes a probabilidade de indemnizar o

segurado em 200 u.m.

(a) Determine a funcdo de distribuicdo do montante de indemniza¢Ges
particulares sabendo que o valor médio das indemizacdes particulares é
de 370 u.m.

(b) Verificou-se que o niimero médio de indemnizagdes que ocorrem até
ao tempo t é t/2. Determine o valor médio do montante das indemni-

zacOes agregadas que ocorreram até ao tempo t. Justifique.

(c) Determine o valor minimo para o valor dos prémios, i.e o valor minimo

de c.

(d) Sabendo que o capital inicial € de 10.000 u.m. e que ¢=200 u.m.,

determine o valor médio do capital da seguradora ao fim de t = 1000.

(e) Determine o nimero minimo de indemnizac¢des que terdo de ocorrer

até t =100, para que o valor médio do capital da seguradora seja nega-
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tivo, supondo que o valor do prémio é de 200 u.m. e o capital inicial é
de

(el) 20000 u.m.
(e2) 10000 u.m.
(e3) 5000 u.m.

Interprete o resultado.



Capitulo 5

Anexo

5.1 Variavel aleatéria e sua funcao de distribuicao

Nesta seccdao vamos introduzir o conceito de variavel aleatéria, e para tal
precisamos de definir espaco amostral, o-algebra e medida de probabilidade.
Vamos representar pela letra 2 um espaco abstrato que serd o espaco

amostral cujos elementos iremos denotar por w.

Definicao 5.1.1. (o-algebra)
Uma coleccdo ndo vazia F de subconjuntos de 2 diz-se uma o-algebra se

satisfaz as seguintes propriedades:
1.0 e F;
2. A € F, entdo A® € F;
3. {Aj}jen €7, entdo UjenAj €T

E facil verificar que dado um espaco amostral ©, o conjunto = {,Q} é
uma o-algebra, chamada de o-algebra trivial. Por outro lado, se F € o conjunto
das partes de €, isto &€, F & o conjunto que contém todos os subconjuntos de

(2, entdo é facil verificar que F é uma o-algebra chamada de o-algebra total.

135
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Exemplo 5.1.2. Um exemplo simples consiste em considerar o espaco amostral
Q ={a,b}. Entdo, o conjunto definido por F = {0, {a}, {b}, {a,b}} é uma

o-algebra. Este conjunto é o conjunto das partes de {2.

Exemplo 5.1.3. A o-dlgebra em R formada pela coleccdo de intervalos da
forma (a,b], onde a< b e a,b €R, diz-se a o-dlgebra de Borel em R. Esta

o-algebra vai ser denotada por B.

Definicdo 5.1.4. (Medida de Probabilidade)
Uma medida de probabilidade P(-) definida numa o-algebra &, é uma fun-

¢do P :F — [0,1] que satisfaz as seguintes propriedades:

1. VA€ F, P(A) >0 (positividade);

2. Se {Aj}jen €é uma coleccao de subconjuntos de JF, disjuntos 2 a 2, ou
seja, (Vi#j,AiNA; =0), entdo

P< U AJ) = Z P(A;) (o-aditividade);

JEN JEN
3. P(Q)=1.

Um exercicio para o leitor, consiste em verificar que se P(-) € uma medida
de probabilidade, de acordo com a definicdo anterior, entdo P(-) satisfaz as

seguintes propriedades:

1. VA e F, P(A)<1;

2. P(0)=0;

3. VAE T, P(AS) = 1— P(A);

4. VA,BeF, P(AUB)+P(ANB) = P(A)+ P(B);

5. SeVA,BeJF, AC Bentdo P(A)=P(B)—P(B|A) < P(B), onde B|A:=
BNAS;
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6. Se {Aj}jen€TF, A; TA istoé, A;CAC...C A jparatodojeNe
A=UjenA), entdo
lim P(Aj) = P(A);
J—+0o0
7. (Desigualdade de Boole)
VA €T, P(UjenA)) < Ljen P(A)).
Definicdo 5.1.5. (Variavel aleatoéria)
Uma variavel aleatoria é uma fungdo X : (2, F) — (R, B) que satisfaz a

seguinte propriedade de mensurabilidade:
VBeB, XY B)={weQ: X(w)eB}eT.

Ou seja, X é uma funcdo mensuravel com respeito a o-algebra F. Iremos

denotar esta propriedade por X € F.

A definicdo de variavel aleatdria € muito mais geral, mas neste texto vamos
sempre supor que o contradominio das variaveis aleatorias estd contido em R.

Antes de prosseguir vamos introduzir a definicdo de funcdo de distribuicdo.

Definicdao 5.1.6. (Funcdo de distribuigio)

Uma funcdo F : R — R é uma funcao de distribuicdo se:
1. F(-) é crescente e continua a direita;
2. F(—o0) =limy—oo F(x) =0;
3. F(+400) =limys400 F(x) = 1.

O proximo resultado diz-nos que toda a medida de probabilidade define

unicamente uma funcdo de distribuicdo.

Lema 5.1.7. Toda a medida de probabilidade u(-) definida em B determina

uma funcdo de distribuicdo F : R — R através da correspondéncia

Vx €R, p((—o0,x]) = F(x).
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O resultado atras continua a ser verdadeiro, se em vez de tomarmos x € R
considerarmos x € D, onde D é um subconjunto denso de R como por exemplo
0 conjuntos dos niimeros racionais.

O reciproco do teorema anterior também é verdadeiro e isso € o contelido

do préoximo resultado.

Teorema 5.1.8. Cada funcdo de distribuicdo F(-) determina uma medida de
probabilidade w(-) definida em B através da relacdo F(b) — F(a) = u((a, b)),
Va,beR, a<b.

Estes resultados ndo serdo apresentados mas poderdo ser consultados em
qualquer livro basico de teoria da medida ou de teoria da probabilidade.

Resumindo os dois resultados num sé teorema, resulta o seguinte:

Teorema 5.1.9. Dada uma medida de probabilidade u(-) definida em B, existe
uma s6 funcdo de distribuicdo F(-) que satisfaz u((—o0,x]) = F(x), Vx € R.
Reciprocamente, dada uma funcdo de distribuicdo F(-), existe uma s6 medida

de probabilidade u(-) que satisfaz p((—o0,x]) = F(x),Vx €R.

Teorema 5.1.10. Cada variavel aleatéria X definida num espaco de proba-
bilidade (2, &, P), induz um espaco de probabilidade (R, B, ux), através da

seguinte correspondéncia:
VB € B, ux(B)=P (X 1(B)).
Para fixar notacdo notamos que
P(X YB))=P(weQ: X(w)eB)=P(XeB).

Definicdo 5.1.11. (Medida induzida)
A medida obtida no teorema anterior é medida induzida pela variavel ale-
atoria X no espaco (R, B). Usa-se a notacdo ux(-) = P(X € ). Esta medida

é também chamada de push-forward da medida P(-).
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Ao longo do texto iremos chamar de medida de distribuicdo de probabili-
dade ou medida de distribuicdo de X a medida ux(-) = Po X~1(-). A funcio

de distribuicdo de X vai ser denotada por Fx(-) e é definida por
Fx(x) = px((—o00,x]) = P(X < x) = P(X"}(=00,x]), VX €R.

Uma questdo natural que se segue é a seguinte. Dada uma funcao de dis-
tribuicdo F, existe alguma variavel aleatéria X cuaj funcdo de distribuicdo seja
F? A resposta é afirmativa e basta tomar X(w) = w *** adicionar detallhes.

Por outro lado, existem variaveis aleatorias diferentes e que tém a mesma

funcao de distribuicdo. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 5.1.12. Considere o espaco de probabilidade ([0,1],F, m), onde F
é o traco da o-dlgebra de Borel B em [0,1] e m representa a medida de
Lebesgue em [0,1]. Sejam X1, X> ambas definidas no espaco de probabilidade
([0,1],F,m), com X1(w) =w e Xa(w) =1—w. E um exercicio facil para o

leitor verificar que a funcdo de distribuicdo de X1 e X» sdo iguais.
Este exemplo motiva a sequinte definicio.

Definicdo 5.1.13. (Variaveis aleatérias identicamente distribuidas)
Duas variaveis aleatdrias que tém a mesma medida de distribuicdo w(-) ou

a mesma funcdo de distribuicdo F(-) dizem-se identicamente distribuidas.

Uma questdo natural que podemos colocar é de que tipo podem ser as
funcdes de distribuicdo. J& sabemos que tém que satisfazer as condicdes
impostas acima, mas podemo-nos questionar acerca da caracterizacdo dessas

funcdes. Isso nos leva ao tema da préxima seccao.

5.2 Tipos de variaveis aleatorias

Uma variavel aleatéria pode decompor-se num dos seguintes tipos: discreta,

absolutamente continua ou singular.
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Definicdo 5.2.1. (Variavel aleatdria discreta)

Uma variavel aleatéria X diz-se discreta, se toma um niamero finito ou
numeravel de valores, ou seja, existe um conjunto | = {x1,x2,...} CR tal que
X(w)el,YweQ.

A funcdo p: | — [0, 1] definida por

p(xi) = P(X =Xx;),
para | > 1, diz-se a funcdo de probabilidade ou a funcdo massa de probabilidade
de X.
A funcgio de distribuicdo de X é dada em x € R por

Fe(x) = ¥ p(x).

=1

onde j é tal que x; < x < Xjy1.
Seguem abaixo alguns exemplos classicos de variaveis aleatdrias discretas.

1. X tem distribuicdo Bernoulli com pardmetro p se tem funcdo de proba-
bililidade dada por p(x) = p*(1—p)1 >, x€{0,1},0<p<1

2. X tem distribuicdo Binomial com pardmetros n e p se tem funcdo de

n!
probabililidade dada por p(x) =

= mpx(l —p)">, x€{1,2,...,n},

O<p<l, neN

3. X tem distribuicdo Poisson de pardmetro 6 se tem funcdo de probabili-
X

0
lidade dada por p(x) = e_eg, x€NuU{0},6>0

4. X tem distribuicdo Geométrica(p) se tem fungdo de probabilidade dada
por p(x)=p(1—p)*, xe NU{0} ,0<p<1

Agora introduzimos outro tipo de varidvel aleatéria.

Definicdo 5.2.2. (Variavel aleatéria absolutamente continua)
Uma variavel aleatoria X diz-se absolutamente continua se existe uma

funcdo f : R — R tal que:
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e Vx €R, f(x) >0 (positividade),
o Fx(x)=[*f(t)dt, onde Fx(-) é a funcdo de distribuicdo de X.

A fungdo f(-) diz-se a funcdo densidade de probabilidade de X. Neste caso,
a fungdo de distribuicdo Fx(-) diz-se uma fungao de distribuicdo absolutamente

continua.

Deixamos ao leitor verificar, que uma fungdo Fx(-) como definida cima
satisfaz as propriedades da Definicdo 5.1.6.
Abaixo apresentam-se alguns exemplos de variaveis aleatérias absoluta-

mente continuas.

1. X tem distribuicdo Uniforme em [a, b] se tem funcdo densidade dada por
1
f(x)= El[a,b](x), a,beR,a<b

2. X tem distribuicdo Exponencial de parametro B se tem funcdo densidade
dada por f(x) zﬁe_ﬁxl[O,%O] (x),86>0

3. X tem distribuicio Gamma de pardmetros a e 3 se tem funcdo densidade
a

@Xaileiﬁx, X > O, a,,B >0

dada por f(x) =

4. X tem distribuicdo Normal de pardmetros i e o se tem funcdo de dis-

1

e 2
202(X ¥ , X, LER, 0>0

1
tribuicdo dada por f(x) = e
() V2o
Existe ainda um outro tipo de varidvel aleatdria que é a variavel aleatéria

singular.

Definicdao 5.2.3. (Variavel aleatéria singular)

Uma variavel aleatéria X diz-se singular se a sua funcdo de distribuicdo
Fx(-) é ndo nula Fx(-)(-) #0, Fx(-) é uma funcdo continua, mas a sua de-
rivada (que existe em quase todo o ponto - por um resultado de medida) é

nula, ou seja, F{.(-) =0 em quase todo o ponto.
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Os exemplos que veremos serdo apenas de variaveis aleatérias discretas ou

absolutamente continuas.

5.3 Esperanca matematica

5.3.1 Exercicios

Exercicio 1:

Seja X uma variavel aleatéria com fungdo densidade dada por f(x) = (1+

X)"?1(0,400) (%)
Seja Y =max(X, c), onde ¢ é€ uma constante ¢ > 0.

(a) Mostre que f é uma fungdo densidade de probabilidade.
(b)  Determine a fungdo de distribuicdo de X e Y. Justifique que Fx (a
funcdo de distribuicdo de X) é uma fungao de distribuigao.

(c) Decomponha a fungdo de distribuicdo de Y nas suas partes discreta,
absolutamente continua e singular.

Exercicio 2:

Seja X uma variavel aleatoéria simétrica em torno de um ponto b definida
num espaco de probabilidade (2, F, P). Suponha que X toma os valores a, b
e2b—a, com a<0e b>0. Mostre que E[X] = b. Sabendo que E[X] =1,

a=—1 e Var(X) =3, determine a fungdo de distribuicdo de X e a medida
induzida px. Calcule pux((—o0,—1]), ux((—00,3/2]) e ux({1}).
Exercicio 3:

Seja X uma variavel aleatédria definida num espaco de probabilidade (22, F, P),
com distribuicdo de Cantor:

(a) Descreva a construcdo da sua fungdo de distribuigdo Fx.
(b)  Justifique que X é uma variavel aleatoria singular.

(c) Calcule E[X]. Justifique.
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(d) Caleule P(3 <X <3).

5.4 Indepéndéncia estocastica

Exercicio 1:

Suponhamos que X e Y s3o v.a. identicamente distribuidas com distri-
buicdo simétrica em torno de zero e definidas num espaco de probabilidade

(2,3, P) com distribuicdo conjunta dada por:

X\Y -1 0

1 .. 0 .

0 0 .. 0
6 0 6

(a) Sabendo que P(X = —1) =2/5, complete a tabela.
(b)  Calcule E[X], E[Y] e Var(X).
(c) Asvariaveis X e Y sdo independentes? Justifique.

(d)  Encontre a fungdo de probabilidade das variaveis aleatérias X +Y e
XY.
Justifique se X+Y e XY s3o ou ndo v.a. simétricas em torno de

ZEro.
(e) Represente graficamente a fun¢do de distribuicdo da v.a. X +YVY.

(f)  Explicite a medida de distribuicdo px1y .
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(9) Calcule ux+y({0}) e px4y ((—o0,0]).

5.5 Convergéncia de sucessoes de variaveis aleatoérias

Exercicio 1:

Seja (X,)n>1 Uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes tais que

para cada n>1 se tem que

1 1
PXp=e)=—7 e P(Xy=0)=1-——.

Analise a convergéncia de (X,)p>1 para a v.a. X =0 no caso de
(a)  convergéncia em probabilidade.

(b)  convergéncia em LP, para p> 0.

(c) convergéncia em quase certa.

(d)  convergéncia em distribui¢3o.

Exercicio 4:

Seja (X;)n>1 Uuma sequéncia de variaveis aleatdrias independentes e iden-
ticamente distribuidas tais que X; tem distribuicdo exponencial de parametro
1. Para cada n>1 seja Y, = X,/log(n). Analise a convergéncia de (Y;)n>1

para a variavel aleatéria Y =0 no caso de
(a)  convergéncia em probabilidade.
(b)  convergéncia em L1.
(c) convergéncia quase certa.

(d)  convergéncia em distribuico.
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5.6 Funcao Geradora de probabilidade
5.7 Funcao Geradora de cumulantes

5.8 Funcao Geradora de momentos

Seja X uma variavel aleatéria definida num espago de probabilidade (2, F, P).
A funcdo geradora de momentos de X, que iremos denotar por Mx é definida
em t €R por

ox(t) = E[e™].

5.9 Funcao Caracteristica

Seja X uma variavel aleatéria definida num espago de probabilidade (2, F, P).
A funcdo caracteristica de X, que iremos denotar por px é definida em t €R
por

ox(t) = E[e"™].

5.9.1 Exercicios

Exercicio 1:

Prove ou apresente um contra-exemplo da seguinte afirmacao

X, — X, fracamente=X,— X, em probabilidade.
n—-+o00 n—-4o00

Exercicio 2:

Usando o Teorema de Scheffé prove que se X, ~ N(u,,02), com

n — 0", e WUp——— MW,
n—-o00 n—-o00

entao

X, —— N(u,02), fracamente.
n—-+o00
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Exercicio 3:

Encontre a funcdo caracteristica das seguintes variaveis aleatérias discretas
e explicite a distribuicdo de X.

(a) X tal que P(X=a)=1e P(X#a)=0.

(b) X talque P(X=1)=1/2e P(X=-1)=1/2.

(c) X com distribuicdo de Bernoulli de parametro p.

(d) X com distribui¢do Binomial de parametros n e p, B(n,p).

(e) X com distribuigdo Geométrica de parametro p, Geo(p).

(f) X com distribuicdo de Poisson de parametro .

Exercicio 4:

Encontre a funcio caracteristica das seguintes variaveis aleatérias absolu-
tamente continuas:

(a) X com distribuicdo exponencial de parametro .

(b) X com distribui¢do Uniforme em [—a, a], com a > 0.

(c) X com distribuigdo triangular em [—a, a], com a > 0.

(d) X com distribuicio N(u,c?).

Exercicio b:
Mostre que se X e Y sdo variaveis aleatorias independentes entao x4y =

PxXPy .

Exercicio 6:

Mostre que se @ € uma funcdo caracteristica entdo |p|? também o é.

Exercicio 7:

Seja ¢ uma fungdo caracteristica. Mostre que ¥ (t) = eMe(®)-1 comA>0
também é uma funcdo caracteristica.
Sugestdo: Sejam N, Xy, X»,--- variaveis aleatérias independentes com N ~
P(X) e (Xn)n>1 identicamente distribuidas com ¢x, = ¢ para todo n > 1.
Seja Y =Sy, onde S, = X1 +---+X,. N & um tempo de parada. Entdo

©y = 1. A distribuicdo de Y diz-se a distribuicdo composta de Poisson.
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Exercicio 8:

Seja px a funcdo caracteristica de uma v.a. X com distribuicdo Binomial
com parametros n e p. Encontre px e E[X] e verifique que i~10;px(0) =
E[X] = np.

Exercicio 9:

(a) Calcule a fungdo caracteristica de uma v.a. com distribuicdo Uni-

forme U[—a, a].

(b)  Seja (X,)p>1 uma sequéncia de v.a. com distribuicdo Uniforme
U[—n, n]. Para cada n>1, seja ¢, a fungdo caracteristica da v.a. X,. En-
contre ¢ tal que @,(t) —+> ©(t), para todo t € R e verifique se ¢ é ou ndo

n—-+oo

uma funcdo caracteristica.

Exercicio 10:
(a) Mostre que se Y :=aX+b para a, b €R entdo py(t) :=e'tPpx(at).
(b) A fungdo (1) =1 ) (t) € uma funcdo caracteristica? Justifique.

C uncao @(t) == tlig 11(t) + 1j1 50)(t) € uma fungao caracteristica
A funga 1jo,17(£) +1p1,00)(t) & uma funca istica?
Justifique.

(d)  Mostre que X é uma variavel aleatéria simétrica se e s6 se a sua
funcdo caracteristica @x, toma valores em R.

1+4cos(3t)
2

(e) Seja p(t)= . Encontre X tal que ¢ é a sua fun¢do carac-

teristica.

Exercicio 11:

(a)  Usando funcdes caracteristica mostre que se X e Y sdo variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas e X ~N(0, 1) entdo X +
Y ~N(0,2).

Note que se X ~ N(M,UQ) entdo a sua funcdo caracteristica é dada por

(PX(t) — eitu—t202/2_
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(b)  Obtenha o resultado anterior usando a convolugdo. Justifique.

(c) Calcule o momento de ordem 3 da varidvel aleatéria X +Y, i.e.

calcule E[(X +Y)3]. Sugestdo: use funcdes caracteristica.

(d)  Sejam Xj,---, X, variaveis aleatodrias independentes e identicamente
distribuidas e tal que X1 ~N(0,1). Usando fung¢Bes caracteristica, mostre que

21— 0, em probabilidade, onde S, := X1+ -+ X,,.
n—-+o0o

Exercicio 12:

Sejam Xji,---, X, varidveis aleatérias independentes com distribuicdo de
Poisson de parametro A1, -+, A, respetivamente, onde \; > 0, paratodo /> 1.

(a)  Verifique que E[X1] = 1.

(b)  Calcule a fungdo caracteristica ¢x, de Xj.

(c)  Verifique que dilog(px, (t)) = A1ie't e conclua que i‘lcp’xl(O) =
E[X1].

(d)  Calcule a fungdo caracteristica de S, = X1+ -+ X,.

Exercicio 13:

(a)  Seja X uma variavel aleatéria simétrica em torno de um ponto b
definida num espago de probabilidade (2,F, P). Suponha que X toma os
valores a,b e 2b—a, com a< 0 e b> 0. Mostre que E[X] = b. Sabendo que
E[X]=1, a=—1e Var(X) =3, determine a fung¢io de distribuicdo de X e a
medida induzida ux. Calcule pux((—oo, —1]), ux((—o00,3/2]) e ux({1}).

(b)  Seja X uma variavel aleatdria constante e seja wx a sua funcdo
caracteristica.

Mostre que |@x(t)|?> =1 para todo t €R.

(c) Seja X uma variavel aleatéria independente de si mesma. Mostre

que X é uma variavel aleatéria constante com probabilidade 1.
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(d)  Seja X uma variavel aleatéria simétrica em torno de 0 que toma
apenas dois valores 8 e —8, onde 8 > 0. Mostre que n3o existe 6 € R tal que
wx(t) =1 para todo t € R onde @px denota a fungdo caracteristica de X.
Mostre que ¢%(0) = —62. Conclua que Var(X) = 6.

Exercicio 14:

(a) Seja X uma v.a. simétrica que toma os valores a # b # c.

Sabendo que P(X =0) =1/5, obtenha a fun¢do de distribuicdo de X e
calcule E[X]. Obtenha os resultados apenas em funcdo de a # 0.

(b)  Calcule @x i.e. a fungdo caracteristica de X.

(c)  Verifique que ndo existe a € R tal que px(t) =1 para todo t € R.

(d)  Calcule 8:px(t) e verifique que i~ 1l (0) = E[X].

(e) Encontre a tal que % (0) = —1. Conclua que Var(X)=1.

Exercicio 15:

(a) Represente a funcdo @(t) := %l[oym)(t). E uma funcio caracteris-
tica? Justifique.

(b)  Represente a funcdo ¢(t) := t1jg 1)(t) + 1[1 o0)(t). E uma funcdo
caracteristica? Justifique.

(c) Justifique se o(t) ;== # é ou ndo a fung¢do caracteristica de uma
v.a. simétrica?

Explicite a v.a. cuja funcdo caracteristica é dada por ¢.

Exercicio 16:

Sejam X e Y v.a. independentes e identicamente distribuidas, tais que a

medida induzida por X é dada por ux := pé{l} + qé{_l} onde p4+qg=1.

(a) Determine a fungdo caracteristica de X.

(b)  Mostre que X é simétrica se e s6 se p=1/2.

(c) Considere p=1/2. Seja px.y a fun¢do caracteristicadav.a. X+VY.
Verifique que @x 1y (t) := cos?(t), para todo t € R.

(d)  Usando a convolugdo, determine a funcdo de distribuicdo da v.a.
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X +Y. Mostre que X +Y é simétrica se e s6 se p=1/2. Neste caso, calcule

novamente a fun¢do caracteristica da v.a. X +Y e conclua que

_ 1+4cos(2t)

cos?(t) : 5

para todo t € R.

Exercicio 17:

Sejam X e Y v.a. independentes e identicamente distribuidas com X ~
N(0,1).

(a) Calcule a fungdo caracteristica de X.

(b)  Usando fung¢es caracteristica e a convolugdo, mostre que X +Y ~
N(0,2).

(c) Mostre, usando fun¢bes caracteristica, que se Z := o X + u entdo
Z ~N(u,o?).

(d)  Seja @z a funcdo caracteristica de Z. Calcule | z|? e verifique que
lpz|? <1. Av.a. Z ésimétrica?

(e)  Mostre que i~ (0) == e que —¢’%(0) = u?+02. Conclua que
Var(Z)=o2.

(f)  Sejam Xi,---, X, v.a. independentes e identicamente distribuidas
e tal que X1 ~N(0,1). Mostre que % ——— 0, em probabilidade, onde

n—-+o0o

Spi=X14++ Xp.

Exercicio 18:

(a) Seja X uma v.a. com distribuicdo exponencial de parametro a > 0.
Calcule ¢x i.e. a funcdo caracteristica de X.

(b)  Calcule ¢’ (t) e verifique que i~1¢’ (0) = E[X]. Justifique.

(c) Encontre a tal que ¢%(0) = —1/8. Calcule Var(X).

Exercicio 19:
(a) Encontre a v.a. X tal que ¢(t) := cos(t) é a sua fungdo caracte-

ristica. Justifique.



As ferramentas 151

(b)  Prove que uma v.a. simétrica tem todos os momentos de ordem
impar nulos. Sugestdo: use funcdes caracteristica.

(c) Represente a fungdo p(t) :=11_; 1)(t). E uma funcdo caracteristica?
Justifique.

(d)  Justifique se p(t) := # € ou ndo a fungdo caracteristica de uma
v.a. simétrica? Explicite a v.a. cuja funcdo caracteristica é dada por .
Calcule |2

(e)  Seja (Xp)n>1 uma sequéncia de v.a. com distribuicdo Uniforme
U[—n, n]. Para cada n>1, seja ¢, a fungdo caracteristica da v.a. X,. Cal-
cule @,. Verifique se a fungdo (t) :=limy— 400 @n(t) é ou ndo uma fungdo

caracteristica.

Exercicio 20:

Usando funcgbes caracteristica, mostre que se

Xy —— X, fracamente= g(X,) —— g(X), fracamente,
n—-+o00 n—+o0

onde g : R — R é uma funcdo continua.

Exercicio 21:
Usando funcdes caracteristica prove o Teorema de Slutsky:
Sejam (X,)n>1 € (Yn)n>1 sequéncias de varidveis aleatérias e X uma va-

riavel aleatéria. Suponha que

X, — X, fracamente e Y,———c, em probabilidade,
n—-+4o00 n—-+oo

onde ¢ é uma constante. Entao

(a)
Xp+Y,— X+c, fracamente.
n—-+o00
(b)
X,—Yy,— X —c, fracamente.
n—-+o00
(c)

XY, — Xc, fracamente.
n—-+oo
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Xn X
(d) sec#0e P(Y,#0)=1, para todo n>1, entdo Vo

n h—4oo C
fracamente.
Exercicio 22:
Mostre que se X é uma v.a. simétrica entdo a sua fung¢do caracteristica

toma valores em R.

Exercicio 23:
Prove, usando fungdes caracteristica que se (X,),>1 sao varidveis aleaté-
rias independentes e identicamente distribuidas com E(X;1) = u < oo, entdo

20 4 em probabilidade, onde S, = Y X

N oo j
Exercicio 24:
(a) Mostre usando fungdes caracteristica que se X ~ B(m, p) e Y ~ B(n, p),
e se X e Y sdo independentes entdo X +Y ~ B(n+m,p).
(b) Mostre que se X tem distribuicio Cauchy padrao, entdo pox = (px)?.

Use (sem provar) que

_l’_

7/ > cos(tx) dx — o1t
so 14x?

(c) E verdade que se X e Y sdo variaveis aleatérias independentes entdo

©x+y = @x@y. E o reciproco também é verdade? Prove ou apresente um

contra-exemplo.

Exercicio 25:

(a) Seja p(t) = cos(at) com a> 0. Prove que ¢ é uma fungdo caracte-
ristica.

(b) Seja ¢(t) = cos?(t). Encontre X tal que ¢ é a sua funcdo caracteris-

tica.

Exercicio 26:

Sejam X e Y variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
com E(X)=0e Var(X)=1 Se X+Y e X —Y sdo independentes entdo
X, Y ~N(0,1).
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5.10 Soma de variaveis aleatorias

Sejam X e Y variaveis aleatodrias discretas com funcio de probabilidade p; e

p> respectivamente.

Definicao 5.10.1. (Convolugcdo entre fungdes de probabilidade)

A convolucdo entre duas funcdes de probabilidade p1 e po é a funcdo de
probabilidade dada por

p(x) =Y pr(x—k)p2(k).
kez

Lema 5.10.2. Se X e Y sdo varidveis aleatdrias discretas e independentes,
entdo a variavel aleatéria X +Y tem funcdo de probabilidade dada por p(-)
definida acima, ou seja a funcdo de probabilidade de X +Y é a convolucdo da

funcdo de probabilidade de X com a funcdo de probabilidade de Y .

No caso das variaveis aleatérias serem absolutamente continuas com densi-
dades f; e f> pode-se definir a convolucdo entre as suas densidades da seguinte

forma:

Definicao 5.10.3. (Convolugdo entre densidades)
A convolugdo entre duas funcbes densidade de probabilidade fi e f» é a

funcdo densidade dada por

Flx) = /R f(x—y)h(y)dy.

Lema 5.10.4. Se X e Y sdo varidveis aleatdrias absolutamente continuas e
independentes entdo a variavel aleatoria X +Y tem funcio densidade dada por
f(-) definida acima, ou seja a fungdo densidade de X +Y é a convolucdo da

funcdo densidade de X com a funcdo densidade de'Y .

5.10.1 Exercicios

Exercicio 1: Encontre a distribuicdo da varidvel aleatéria X +Y + Z, sabendo

que X,Y e Z sao variaveis aleatérias independentes e identicamente distribui-
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das e X tem distribuicdo de Bernoulli de pardmetro p, i.e. a medida induzida
por X & ux := pd1y +(1—p)dsoy-

Resolva de duas formas: usando a convolucdo e fung¢des caracteristica.

Exercicio 2:

Encontre a distribuicdo da variavel aleatéria X + Y, sabendo que X e Y
sao variaveis aleatdrias independentes e X tem distribuicdo de Poisson de
parametro A1 e Y tem distribuicdo de Poisson de parametro As.

Resolva de duas formas: usando a convolucdo e fung¢des caracteristica.
Exercicio 3:

(a)  Usando fungdes caracteristica mostre que se X e Y sdo variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas e X ~N(0, 1) entdo X +
Y ~N(0,2).

Note que se X ~ N(u,0?) entdo a sua funcdo caracteristica é dada por

(Px(t) — eituft202/2_

(b)  Obtenha o resultado anterior usando a convolugdo. Justifique.

5.11 Martingais

Nesta seccdo vai-se introduzir o conceito de martingal. Para facilitar a com-
preensdo dos conceitos, vamos comecar por definir a nocdo de martingal em
tempo discreto. Para introduzirmos a definicdo de martingal, vamos precisar
de introduzir a nocdo de filtro que estd relacionada com a nocdo quantidad
crescente de informacdo. A ideia por tras da definicdo de filtro resulta da
seguinte observacdo. Suponhamos que estamos interessados em analisar a
evolucdo de um certo fendmeno que evolui com o tempo. Assumindo que
possuimos a informacdo sobre a sua evolucdo até ao tempo presente, preten-
demos saber como sera a evolucdo futura. Para representarmos formalmente
a nocdo da quantidade de informacdo, assumiremos que esta descrita por um

conjunto de sigma-algebras que vai armazenando a informacdo com o evoluir
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do tempo. Daqui nasce a nocdo de filtro que é a seguinte:

Definicao 5.11.1. (Filtro)
Seja (Fn)n>1 uma sequéncia de sigma-algebras. Dizemos que (Fp)p>1 €

um filtro se para cada n > 1 se tem que
:Tn S :}'n_l,-]_
ou seja, (Fn)n>1 € uma sequéncia crescente de sigma-algebras.

Até aqui temos codificada a quantidade de informacdo que vamos adqui-
rindo a medida que o tempo n evolui. A quantidade que estamos interessados
em analisar no tempo n vai ser denotada pela letra X, e serd uma variavel

aleatodria. A nocdo de martingal é a seguinte:

Definicdo 5.11.2. (Martingal)

Uma sequéncia de v.a. e de sigma-algebras (Xp, Fn)n>1 diz-se um mar-
tingal (respetivamente submartingal ou supermartingal) se e s6 se para cada
n>1 se tem que

(a) (Fn)n>1 € um filtro e X, € Fp.

(b) X, é integravel.

(c) Xn = E[Xn41|Fn] (respetivamente < ou >).

5.11.1 Exercicios

Exercicio 1:

Mostre que:

(a) se (Xn)n>1 € uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes com
E[Xp] = 0 para todo n>1, entdo (Sp, Fn)n>1 onde S, = ZJ'-’ZlXj e F, =

o(X1,---,X,) € um martingal.

(b) se (Xn)n>1 € uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes com
E[X,] =1 para todo n> 1, entdo ()?,,,3'",,),721 onde X, :HJ”:lXJ- e F, =

o(X1, -+, X,), € um martingal.
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(c) dada uma variavel aleatéria X integravel, i.e. com E[|X,|] < +o0
e um conjunto de o-algebras Fo & F; & --- & F,, entdo (X, Fn)n>1 onde
Xn = E[X|F,] € um martingal.

Exercicio 2:

Mostre que:

(a) se (Xn)n>1 € uma sequéncia de varidveis aleatdrias integraveis ndo
negativas, entdo (S, Fp)p>1 onde S, = ZJ'-’::LXJ' e F,=0(X1,---,X,) € um

submartingal.

(b) se (Xn,Fn)n>1 € um martingal e g: R — R &€ uma fungdo convexa com

E[|g(Xn)|] < 400 para todo n> 1, entdo (g(X,),Fn)n>1 € um submartingal.

Exercicio 3:

Sejam (X,)n>1 variaveis aleatérias independentes e identicamente distri-
buidas com P(X;=1)=pe P(X;=—-1)=qgcom p+qg=1. Se p# g, mostre
que se S, :ZleXj e F,=0(Xy,---,Xp), entdo

Sn
(@) (Yn,Fn)n>1 € um martingal, onde Y, = (%) ,

(b) (Z1,Fn)n>1 € um martingal, onde Z, =S, —n(p—q),

Exercicio 4:
Mostre que se (X,)n,>1 € uma sequéncia de variaveis aleatérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas com E(X,) =0 e Var(X,) = 0 para todo

n>1, entdo (Wp,Fp)n>1 € um martingal, onde F, = o (X1,---, X)) e

(a)
n 2
W, = X:) —no?
~($)
(b)
AL X

Wn = (Elexyn
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Exercicio 5:

Seja (Xp)n>1 Uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e iden-
ticamente distribuidas que tomam valores num conjunto finito J. Para cada
y €, seja fo(y)=P(X1=y) e seja f; : J—[0,1] uma fungdo ndo nega-
tiva tal que Y e5fi(y) = 1. Mostre que (W, F)p>1 € um martingal, onde

n=0(X1,--+,Xp) e

_ fi(X1)---f(Xn)
fo(X1) -+ fo(Xn)

As variaveis W, sdo conhecidas como likelihood ratios.

Wy

Exercicio 6:

(a) Mostre que se (X,, Fp)n>1 € um martingal, entdo para todo n < m se
tem que X, = E[Xm|Fn].

(b) Conclua que E[X;] = E[X,] para todo n > 1.

(c) Para cada n>2seja Y, = X, — X,—1 e tome-se Y1 = X;. Chama-se a

Y, o incremento do martingal. Mostre que E[Y;] =0 para todo n > 0.

(d) Assuma que E[X?2] < 400 para todo n > 1. Prove que os incrementos

do martingal sdo ndo correlacionados.
(e) Mostre que Var(X,) =Y, Var(Y)).

Exercicio 7:

Sejam (X, Fn)n>1 € (Yo, Fn)n>1 dois martingais com X1 =Y; =0. Mostre
que

n

E[XaYnl = Y, E[(Xk— Xi—1) (Y = Yi—1)].
k=2

Exercicio 8:

Seja (Xp, Fn)n>1 um martingal (ou submartingal) e seja 7 um tempo
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de Markov com respeito a F,. Entdo o processo de parada definido por

(Xnar, Fn)n>1 também é um martingal (ou submartingal).
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